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PROGRAMME D'ADMISSION A L'ÉGOLE POLYTECHNIQUE 



TRIGONOMETRIE. 

Fonctions circulaires. — Arcs correspoiidanl a une fonction cir- 
culaire donnée. 

Théorie des projectious. 

Relations entre les fonctions circulaires d'un mfinie arc. — For- 
mules relatives à l'addition, à la soustraction, à la multiplication et 
à la division des arcs. — Manière de rendre les formules calculables 
par logarithmes. 

Usage des tables. 

Limite du rapport de l'ai* au sinus ou a la taiif^ciito lorsque l'arc 
tend vers zéro, — La différence entre un arc compris entre et - et 
son sinus est moindi-e que le sixième du cube de l'arc. 

Formules relatives aux Iriangles rectangles ou qualconqaes. 

Résolution tngonométrique de l'équation du troisième degré et 
de réquation binôme. 

Propriétés des Iriangles sphérîques. 

Relation entre les trois côtés el un angle d'un triangle sphérique. 
— Proportion des sinus. — Résolution des triangles rectangles. 
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COURS 



TRIGONOMETRIE 



NOTIONS PRÉLIMINAIRES 



I. Mesure des angles. On démontre, en géométrie élémen- 
taire (Cours de géométrie élémentaire, 
sommets de deux angles comme cen- 
tres, on déC7-it dettx arcs de cercle 
d'un même rat/on, le rapport des 
angles est égal au rapport des arcs 
compris entre leurs côtés. Si donc 
du sommet commun à deux an- 
gles AOB et MON, comme centre, 
on décrit une circonférence de 
rayon quelconque, et si AB.el MN 
sont les arcs interceptés sur la cir- 
conférence et compris respective- 
ment entre les côtés de ces angles {/îg. 




on a la relation : 



angle AOB arc AB 

angle MON arc MN' 

arc AB 

' ■ — ttt: est égal au rù-f-u,,, i , 

arcMN *' '^^ angle MON' 

il résulte que ce rapport est indépendant du rayon de la cir- 
conférence décrite du sommet commun comme centre. 
Cours de trigonométrie. 1 
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2 COURS DE TRIGONOMÉTRIE. 

On conclut encore que, si l'on prend pour unité d'arc, sur 
cette circonférence de rayon quelconque, l'arc MN, et si l'on 
prend pour unité d'angle l'angle au centre MON correspondant 
h cette unité d'arc, l'arc AB de cette circonférence et l'angle 
correspondant AOB ont la même mesure. 

La recherche de la mesure d'un angle est alors ramenée h 
la recherche de la mesure de l'arc intercepté par les côtés de 
l'angle sur une circonférence de rayon quelconque ayant son 
centre au sommet de l'angle. 

2. Ave et aDffle d'un degré. Ordinairement, en géométrie, 
on prend pour unité d'arc, sur une circonférence quelconque, 
la 36o* partie de cette circonférence, et cette partie de la cir- 
conférence est appelée arc d'un degré. 

On prend alors pour unité d'angle l'angle au centre cor- 
respondant et on l'appelle angle d'un degré. A un arc d'un 
certain nombre de degrés, correspond ainsi un angle du même 
nombre de degrés. 

On partage l'arc d'un degré en 60 parties égales qu'on ap- 
pelle minutes, et l'arc d'une minute en 60 parties égales qu'on 
appelle secondes. A un arc d'une minute correspond un angle 
au centre qu'on appelle angle d'une minute ; à un arc d'une 
seconde correspond un angle au centre qu'on appelle angle 
d'une seconde. 

A un arc de 34 degrés, aS minutes, 47 secondes, corres- 
pond un angle au centre de 54 degrés, a5 minutes, 47 secondes, 
et l'on écrit, pour abréger, cet arc ou cet angle sous la forme : 
54" 25' 47". 

3. Mesure d'un arc «n parties du rayon. Au lieu de prendre 
pour unité d'arc une partie' aliquûte de la circonférence, on 
peut prendre un arc dont la longueur soit dans un rapport 
simple avec la longueur du rayon, par exemple un arc de 
longueur égale à la longueur du rayon. L'unité d'angle sera 
l'angle au centre correspondant. De cette façon, la mesure d'un 
angle AOB est le nombre qui représente la longueur de l'arc 
AB intercepté par les côtés de l'angle sur une circonférence 
de centre 0, quand on prend le rayon OA de cette Circonfé- 
rence pour unité. 
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ANGLES ET A.RCS. 3 

Par exemple, si J'arcAB est mesuré par le nombre —, c'est- 
à-dire si la longueur de l'arc AB est les — de la longueur du 
rayon, l'angle AOB est aussi mesuré par le nombre —, c'est-à- 
dire qu'il contient les — de l'angle choisi pour unité d'angle. 

Il est d'ailleurs facile de ' passer de la mesure d'un arc 
évalué en dégrés à la mesure du même are évalué en parties 
du rayon, c'est-à-dire au nombre qui représentée longueur 
de cet arc, quand on prend le rayon pour unité de longueur. 
En effet, si l'on prend le rayon d'une circonférence pour 
unité de longueur, la longueur de la circonférence est me- 
surée par le nombre ait, et la longueur de. la demi-circonfé- 
rence par le nombre n. D'autre part, la demi-circonférence 
contenant i8o degrés, la longueur d'un arc d'un degré est 

mesurée par le nombre -r-. Donc, si, prenant toujours le rayon 

pour unité de longueur, nous appelons l la mesure de la lon- 
gueur de l'arc qui contient n degrés, nous aurons ; 



formule qui résout la transformation proposée. 
Inversement, on déduit de cette formule : 



formule qui permet de convertir en degrés un arc évalué en 
parties du rayon. 

i- Application. Exprimer en degrés, minutes et secondes, 
un arc dont la longueur est égale au rayon. 

Dans ce cas, l^= i, donc; 

t8o" 6480110" 
Si on veut évaluer n à o",oi près, il faut prendre it avec 
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4 COURS DE TIUGONOMÉTRIE. 

huit décimales exactes et on a : 

ou 57° 17' h", 8 c, à (»", 01 près. Donc, l'arc dont la lungueiir csL 
égaie au rayon vaut : 

5,- 17' 4',",8r. 

5. Remarque. En trigonométrie, nous prendrons pour unité 
d'arc tantôt l'une, tantôt l'autre des unités précédentes; dans 
lepremier cas, l'angle sera évalué en degrés, minutes et se- 
condes; dans le second cas, il sera mesuré par un nombre, 
rapport de la longueur de l'arc correspondant h un angle au 
centre égal h l'angle donné, au rayon de la circonférence ; il 
conviendra, dans ce dernier cas, de prendre le rayon de la cir- 
conférence égal à l'unité de longueur. 

Dans l'étude des fonctions circulaires {18}, nous prendrons 
pour unité d'arc l'arc de longueur égale à. l'unité de longueur, 
sur une circonférence de cercle de rayon i , que l'on nomme le 
cercle trigonomé Crique. Dans la résolution des triangles, nous 
prendrons pour unité d'arc le degré et nous évaluerons les 
angles en degrés, minutes et secondes. 

6. ArcB positifs, arcs négatifs, ang^les positifs, aiigrles né- 
grattfs. Sur une circonférence de 
rayon i, marquons un pointûxeA 
(fig. 2), que l'on appelle l'origine 
des arcs, et imaginons un mo- 
bile M se mouvant sur la cir- 
conférence de droite à gauche, 
pour un observateur placé k 
l'intérieur de cette circonférence, 
c'est-à-dire dans le sens inverse 
des mguilles d'une montre. L'arc 

AM parcouru par le mobile est 




e grandeur ■ 



!, qui est nulle quand le point M est en A, 



qui croit de o à,- quand le point M parcourt le premier qua- 
drant AB de la circonférence, de - à n quand le point M par- 
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ANGLES ET ARCS. 5 

court le deuxième quadrant BA', de tu à ~ quand le point M 

parcourt le troisième quadrant A'B', et enfin de — à ^ti quand 

le point M parcourt le quatrième quadrant B'A, et revient en A, 
après avoir ainsi fait le tour de la circonférence. 

Si l'on imagine que le mobile fasse une seconde~fôis le tour 
de la circonférence, l'arc parcouru continue à croître de ax à 
4n; si le mobile ffût une troisième fois le tour de la circonfé- 
rence, l'arc parcouru continue à croître de /|Tt h 6n, et ainsi de 
suite, de sorte que l'arc parcouru par le mobile est une gran- 
deur variable qui peut croître de zéro à l'infini. 

7. Si le mobile, au lieu de parcourir la circonférence 
dans le sens ABA'...., se meut dans le sens opposé AB'A'.., on 
regarde l'arc parcouru comme négatif. Alors, k mesure que 
le point M s'éloigne du point A, l'arc parcouru diminue; il 

devient égal à — '-, — ir, , et à — air, quand le mobile 

arrive aux points B',A',B, et revient au point A. 

Le mobile continuant à se mouvoir sur la circonférence, 
dans le même sens, l'arc continue à décroître de — ait à — 47r, 
de — 4" à — 6it, et ainsi de suite, et par conséquent l'arc peut 
décroître ainsi de zéro à moins l'infini. 

Nous regarderons donc l'arc comme une grandeur variable 
qui peut croître de — so à -j- =° ■ 

8. Deux arcs qui ont même origine A et même extrémité 
M ne peuvent différer que par un multiple de 21t. 

Si donc a est l'un des arcs terminés en M, tous les arcs ter- 
minés en M seront compris dans la formule 

X étant l'un quelconque de ces arcs, et k étant un nombre 
entier quelconque positif ou négatif. 

9. Pendant que le point M parcourt la circonférence dans 

le sens ABA' , le rayon OM tourne autour du point 0, et 

engendre l'angle variable AOM [figf. 3), Cet angle n'est pas 
assujetti à être moindre que deux angles droits; il peut même 
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C COURS DE ïniGONOMKTRll];. 

recouvrir plusieurs fois le plan, et surpasser ainsi qualre angles 

droits. 

Quand le point M revient au point A, l'angle AOM devient 
égal à 4 angles droits; quand 
le point M fait une seconde fois, 
puis une troisième fois, le tour de 
la circonférence, l'angle AOM 
croit de 4 droits à 8 droits, puis 
de 8 droits à la droits, et ainsi 
de suite ; de sorte que l'angle 
peut croître de zéro à l'infini. 

Si le point M se meut sur la 
circonférence en sens contraire, 
l'angle engendré par le rayon 
"*'' "' OM est regardé comme négatif, 

et décroit de zéro à moins l'infini. 

L'angle, ainsi que l'arc, peut donc être regarde comme une 
grandeur variable qui peut croître de — to à -|- =o . 

10. Axes complémcutaires. On dit que deux arcs sont corn- 
s quand leur s 





algébrique est égale à - . Le 
plfimentd'unarca^cst- — x-. 



L'arc positif Aiy, moindre que -, 
a pour complément BM {fig. .',); 
l'arc positif ABM', plus grand que 

-, a pour complément l'arc néga- 

"'■'■*■ tir-BM-. 

Sur le cercle trigonométrique, à, partir du point A, prenons 

dans le sens positif un arc égal à -; soit B l'extrémité de cet 

arc. On convient de prendre pour origine du complément d'un 
arc donné x, le point B, et de compter positivement ce com- 
plément dans le sens BA, et négativement dans le sens opposé, 
de sorte que le sens positif d'un arc donné est opposé, sur le 
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ANGLES ET AKCS, 7 

cercle trigonomélrique, iiu sens positif de son compiémenL. 
Grâce à celle convention, un arc quelconque x et son com- 
plément '■ — -a; ont la même extrémité. En effet, soit M l'extré- 
mité del'arc a?. Considérons un mobile partant de B, et faisons- 
lui parcourir un are égal, en grandeur et en signe, au com- 
plément — - a: de l'arc x. Ce mobile parcourra d'abord, dans le 

sensBA, l'arc -, ce qui l'amènera en A, puis il lui restera à 
parcourir l'arc — x, c'est-à-dire à faire le môme cliemin que 
le mobile qui, parti du point A, a parcouru l'arc x ; le mobile 
arrivera donc au même point M. 

Donc le complément d'un arc qui a le point A pour origine 
et le point M pour extrémité est un arc qui a pour origine le 
pointB et pour extrémité le même point M. 

II. Ares supplémentaires. On dit que deux arcs sont 
supplémentaires lorsque leur somme algébrique est égale h tt. 
Le supplément d'un arc x est n — x. 

Sur le cercle trigonomélrique, prenons, à partir du point A. 
dans le sens positif, un arc ABA 
égal à T ; eoit A' l'extrémité de cet 
arc, extrémité qui est symétrique 
du point A par rapport au centre 
{fig. S). On convient de prendre 
pour origine du supplément d'un 
arc donné x le point A', et de 
compter positivement ce sup- 
plément dans le sens A'BA, cl 
négativement dans le sens op- 
poeé, de sorte que !e sens posi- .,." ^ 

tif d'un arc donné est oppbsé, 

sur le cercle trigonométrique, au sens positif de son sup- 
plément. Grâce à cette convention , un arc quelconque x 
et son supplément it — x ont la même extrémité. En effet, 
soit M l'extrémité de l'arc x; considérons un mobile partant 
du point A' et faisons-lui parcourir un arc égal en gran- 
deur et en signe au supplément t^ — x de l'arc x; ce mo- 
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bile parcourra d'abord dans le sens A'BA l'arc ■k, ce qui l'amè- 
uera en A ; puis il lui restera à. parcourir l'arc — a;, c'est-à-dire ■ 
à faire le même chemin que le mobile qui, parti du point A, a 
parcouru l'arc x; le mobile arrivera donc au même point M. 
Donc, le supplément d'un arc qui a le point A pour origine et 
le point M pour extrémité, est un arc qui a pour origine le 
point A' et pour extrémité le même point M. 

ra. Remarque. Soit M un point quelconque du cercle tri- 
gonométrique {fig. 6), et soient 
M', M", M", les points symétri- 
ques du point M, par rapport au 
diamètre AA' mené par l'origine 
A des arcs, par rapport au dia- 
mètre BB' perpendiculaire à AA', 
et par rapport au centre du 
cercle. Soit « un quelconque des 
arcs, d'origine A, terminés en M. 
On voit immédiatement sur la fi- 
gure que, si la lettre k désigne un 
nombre entier qui peut être quel- 
conque, positif ou négatif: 

1° Tous les arcs, d'origine A, terminés en M, sont compris 
dans la formule 

a; ^ -ik-^ -f- '^ ; 

a° Tous les arcs, d'origine A, terminés en M', sont compris 
dans la formule 

3" TousJes arcs, d'origine A, terminés en M", sont compris 
dans la formule 







4" Tous les arcs, d'origine A, terminé! 
dans la formule 



en M'", sont compris 
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CHAPITRE l 

LIGKES TltlGONOMÉTllIQUGS. 



g I. OéSnition des lignes trigonomélriques, — g II. Variations des lignes 
trigono métriques. — % III. Relalions entre les lignes trigonomé triques 
de certains arcs qui satisfont à des conditions particulières données. — 
g IV. Foncions circulaires inrerses. — g V. Relations fondamentales 
entre les lignes trigonométriqués d'un mÉme arc. 



S I. — DÉFINITION DES I 



i TRIGONOMÉTRIQUES. 



i3. Considérons le cercle trigonométrique, c'est-à-dire un 
cercle dont nous prendrons le rayon pour unité de longueur ; 
soit A l'origine des 
arcs {fy. 7), menons 
le diamètre AV, le 
diamètre perpendi- 
culaire BB', et soit 
B celle de ses deux 
extrémités qui est 
telle que l'arc AB 

soit égal à-.SoitM 

l'extrémité d'un 
arc X dont l'origine 




I-ig.;. 



On appelle lignes 
trigonométriques de 
cet arc, et de l'angle 
au centre correspon- 
dant, certaines lignes que nous allons définir et dont la gran- 
deur et le signe dépendent de la position du point M. 

14. sinus. On appelle sîmis d'un arc x terminé en M, la 
portion OQ du diamètre BB' comprise entre le centre et le 
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pied Q de la perpendiculaire abaissée de M sur BB', affectée du 
signe + ou du signe — , suivant que pour aller de vers Q on 
marche sur le diamètre BB', dans le sens OB, ou dans le sens 
opposé OB' [fig. 7). 

Si du point M on abaisse la perpendiculaire MP sur AA', on 
remarque que les deux droites PM et OQ sont égales, parallèles 
et de même sens ; on peut donc dire que le sinus d'un arc x 
terminé en M est la portion PM de la perpendiculaire abaissée 
de M sur le diamètre AA', comprise entre le pied F de cette 
perpendiculaire sur A\' et le point M, affectée du signe -{- ou 
du signe — , suivant que le point M est, par rapport à AA', du 
même côté que le point B, ou du côté opposé. 

i5, Vangeuie. On appelle tangente d'un arc terminé en M, 
la portion AT de la tangente LL' au cercle au point A, com- 
prise entre le point A et le rayon OM, affectée du signe + ou 
du signe — , suivant que pour aller de A vers T on se déplace 
sur L'L dans le sens OB ou dans le sens opposé OB'. 

16. Sécante. On appelle sécante d'un arc terminé en M, la 
portion OR du diamètre AA' comprise entre le point et la tan- 
gente au cercle au point M, 
affectée du signe -f ou du 
signe — , suivant que pour 
aller de vers R on se dé- 
place sur A'A dans le sens OA 
ou dans le sens opposé OA'. 
17. lilg^nes complémen- 
tnirei i cosinus, cotna^nto, 
Gosécante. On appelle cosi- 
nus , coiangente , cosécante 
d'un arc x, le sinus, la tan- 
gente, la sécante du complé- 




ment - — ï de cet arc. 



Fig. 8. 



L'origine des compléments 
étant B, et BA étant le sens positif des compléments {fig. 8), on 
voit que : 

Le cosinus d'un arc ayant son origine en A et sort extrémité 
en M est la portion du diamètre AA' comprise entre le point 
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et le pied P de la perpendiculaire abaissée de M sur AA', affec- 
tée du signe -|- ou du signe — , suivant que pour aller de O 
vers P on marche sur A'A dans le sens OA ou daus le sens 
opposé OA', 

La cotangente d'un arc ayant son origine en A et son extré- 
mité en M est la portion BS de la tangente HH' au cercle au 
point B, comprise entre le point B et le rayon OM, affectée du 
signe -i- ou du signe — , suivant que pour aller de B vers S 
on ee déplace sur H'H dans le sens OA ou dans le sens op- 
posé OA' . 

La cosécanie d'un arc ayant son origine en A et son extré- 
mité en M est la portion OV du diamètre B'B comprise entre 
le point et la tangente au cercle au point M, affectée du signe 
-|~ ou du signe — , suivant que pour aller de vers V on 
marche sur B'B dans le sens OB ou dans le sens opposé OB'. 

Nous représenterons, pour abréger l'écriture, les lignes tri- 
gonométriques d'un arc x par les notations 

sina:, tga;, séca?, cosa:, cota:, coséca;. 

Il ne faut pas oublier que le rayon du cercle trigonomélrique 
est pris pour unité de longueur, de sorte que la mesure d'une 
ligne trigonom étriqué est le rapport de cette ligne trigonomé- 
trique au rayon de la circoniërence considérée. 

iS.Les six lignes trigonométriques d'un arc x varient quand 
l'arc X varie ; ce sont des fonctions différentes de cet arc ; on 
leur donne le nom commun de fonctions circulaires. 

La trigonométrie a pour objet l'étude des propriétés des 
fonctions circulaires et leur application h. la résolution des 
triangles. 

Nous allons examiner successivement comment varie chacune 
des lignes trijgonométriqucs d'un arc quand on fait varier cet 



§ 11. — Variations des ligi 

variations uu sinus. 
19, Si le point M se déplace sur la circonférence de A veisB, 
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c'est-à-dire si l'arc x croît de o à -, ie sinus est positif et 
croit de o à 1 {fig. 9); si le point M, continuant à se mouvoir 
P sur la circonférence, va de B en 

\', c'est-à-dire si i'arc crott de 



- à. TT, le sinus est positif et dé- 
croit de I à o. Si le mobile dé- 
passe le point A', et va de A' en 
B', c'est-à-dire si l'arc croît de w 

à —, le sinus devient négatif et 

décroît de o à — i ; si le mobile 
dépasse le point B' et revient au 
pointA, c'est-à-dire si l'arc croit 

:, le sinus reste négatif et croit de — i à o. 

Le résultat de la discussion est résumé dans le tableau sui- 
vant que l'on appelle le tableau des variations de la fonction : 




sina: I o croît-)- r décroît décroit ■ — r croît | . 

On voit donc que, l'arc croissant de o à ait, le sinus passe 

deux fois, et deux fois seulement, par| toute valeur comprise 

entre -^ i et-j- 1, qu'il atteint sa valeur maximum qui est -}- i 

t , , , . . , 3tu 

poura;^-, et sa valeur mmimum qui est — i pour a; = — . 

Si, après avoir parcouru la circonférence entière, le mobile 
continue à se mouvoir dans le même sens, le sinus reprend les 
mêmes valeurs dans le même ordre, quand le mobile repasse 
par les mêmes points de la circonférence. Donc, si l'on fait 
.croître a; de stt à Ijt, de /|it à 6x, etc., ie sinus repasse par les 
mêmes variations de grandeur et de signe que lorsque l'arc 
croit de o à ait. Il en sera de même si l'on fait croître x de 
— 25t à o, de — 4Tr h — itc, de — Cw à — 4it, etc. ; le mobile dé- 
crira à chaque fois la circonférence ABA'B', et les mêmes va- 
leurs du sinus se reproduiront encore. 
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20. On dit qu'une fonction f{x) d'une variable x est fonction 
périodique de cette variable, lorsque, x étant une valeur tout 
à fait quelconque attribuée à la variable, la fonction reprend 
la même valeur quand on augmente x d'une quantité fixe dé- 
terminée <o ; on appelle amplitude de la période ou simplement 
la période, la plus petite valeur de la constante w qui, ajoutée 
à X, n'altère pas la valeur de la fonction ; on aura donc, quelle 
que soit la valeur attribuée S. x, 



Dès lors, on aura a 

f[i + ,) = f{x + ^. 
f{x-.) = f(x), 



f{x)=.([x + 0, 






on a donc, d'une manière générale, si f{x) est une fonction 
périodique de x, dont la période est <,>, 
A,r)=/(., + to,), 

k étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 

ai. Le sinus d'un arc x ne change pas, comme on vient de 
le voir, lorsqu'on change x ea x-\- aAii, k étant un nombre 
entier quelconque, positif ou négatif, de sorte que l'on a 



D'ailleurs ait est le plus petit : 
ajouté h. X sans changer la valeur 
de sin x. En effet, soit M l'extré- 
mité de l'arc x (fg. ro) ; les seuls 
arcs qui ont leur sinus égal îi 
sinx sont ceux qui sont terminés 
en M et ceux qui sont terminés 
au point M' symétrique de M par 
rapport à BB'. Deux arcs termi- 
nés, l'un en M, l'autre en M', dif- 
fèrent d'un arc dont la grandeur 
dépend de la position du point M 
sur le cercle trigonométrique, et 
par conséquent de la grandeur de l'arc 



liant qui puisse être 




. Deux arcs distincts 
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terminés au même point M diffèrent d'un multiple de 2:(,-et 
leur plus petite différence possible est ait. Donc le plus petit 
are constant qui peut être ajouté h un arc x sans altérer le si- 
nus de cet arc est s*. Donc sin x est une fonction périodique de 
Farc X, et l'amplitude de la période est aw. 

22. On peut, à l'ïûde d'une figure, rendre en quelque aorte 
visible la marche des valeurs que prend la fonction sin x, 
quand x croit de — o= è. + ^ . 

Soit f(x) une fonction d'une variable x dont on peut suivre 
la marche des valeurs, quand x croit de — oo à -{- °* ! <*ïi pose ■ 

on trace dans un plan deux droites rectangulaires x'x, y'y qui 
se coupent au point {fig. n). On fait chois d'une unité de 
longueur ; puis on représente 
chaquevaieurnumériquepoaitive 
M ou négative attribuée h. x par une 

I longueur portée, à partir du 

point sur la droite x'x: on con- 

p ^ vient de porter cette longueur 

dans le sens Ox quand la valeur 
attribuée à x est positive, et dans 
le sens Ox' quand cette valeur 
est négative. A une valeur par- 
p- Il ticulière attribuée à x, repré- 

sentée en grandeur et en sens 
par OP, correspond pour y une valeur déterminée ; pour repré- 
senter cette valeur, on mène par le point P une parallèle h la 
droite p'y, et, sur cette parallèle, on porte dans le sens 0^, ou 
dans le sens Oj/', selon que la valeur de y est positive ou néga- 
tive, une longueur PM égale à la valeur absolue de y. De cette 
façon, à chaque valeur attribuée à. x, on fait correspondre un 
certain point M. Les quantités x et y qui fixent la position du 
point M sont les coordonnées de ce point; la valeur de x est 
Vabscisse du point, la valeur de y en est l'ordonnée; ^x et y'y 
sont les axe& des coordonnées, est Vongine des coordonnées. 
Lorsque œcroltde — =o à.-|-«i ,1e point M parcourt une certaine 
ligne, et cette ligne peut être regardée comme la représenta- 
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lion géométrique de la, marche des valeurs de la foncLion f(x). 
Ces notions préliminaires étant établies, traçons deux axes 
rectangulaires x'Ox, y'Oy {fig. ii), et posons : 



Le tableau de discussion du n" 19 noua montre que, si x croît 
de o à ait, nous ob- 
tiendrons un arc de 
courbe OABCD, par- 
tant du point 0,cou- 
pant l'axe des x aux 
points B et D dont 



;^t^g^j^ ^Xj:^Xd^ . 



i sont n 
et air, et tel que 
l'arc OAB est situé 
au-dessus de Ox, 
l'arc BCD au-des- 
sous. D'ailleurs la discussion faite dans le même numéro 
montre que la fonction sina; se reproduit périodiquement, 
quand on augmente ou quand on diminue x d'un multiple 
quelconque de ait ; on obtient donc une courbe indéfinie for- 
mée d'une infinité d'arcs iden- 
tiques h l'arc OABCD, placés les 
uns à la suite des autres, et que 
elasi 



a3. Si le point mobile M se *' 
déplace surla circonférence de A 
vers B, c'est-k-dire si l'arc a; croit 

de o à, - [fig. i3), la tangente est 
positive, croit à partir de o et 
devient plus grande que toute 
quantité donnée lorsque x se rapproche de plus en plu> 

- ; on dit qu'elle devient infinie. Si le point . 
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point B, c'est-à-dire si l'arc x dépasse la valeur -, la tangente, 

qui était positive, devient négative et infininient grande en 
valeur absolue ; elle passe brusquement de -|- <» h — =o , et 
on dit que Igx .est fonction discontinue de x pour !a valeur 

■.e^~. Si le mobile, continuant h, se mouvoir sur la circonfé- 
rence, va de B en A', c'est-à-dire si l'arc x crott de - à n, la tan- 
gente est négative et croit de — œ à o . 

On voit donc que, l'arc croissant de o à tc, la tangente prend 
toutes les valeurs possibles de — oo à -f- <» , et ne prend qu'une 
fois chacune d'elles. 

l,e résultat de la discussion est résumé dans le tableau : 

X o croit - croit ti 



Si le mobile, continuant à se déplacer sur la circonférence, 
parcourt l'arc A'B'A, c'est-à-dire si l'are croit de tt à ait, la 
tangente reprend les mêmes valeurs dans le même ordre et est 

discontinue pour a; = — , valeur telle que si x traverse en 

croissant la valeur — , la tangente passe brusquement de 
de -|- ao h — oc . 

Si, après avoir fait croître icde o à 27c, on le fait croître de 
an à Btu, de 371 à /(X, etc., la tangente repasse par les mêmes 
variations de grandeur et de signe que lorsque l'arc croit de 
o à Tc; il en sera de même si l'on fait croître a^ de — nà 0, de 
— an à — TT, de — Stt à — air, etc. 

24- Comme deux arcs, de même origine A, terminés soit au 
même point, soit en deux points diamétralement opposés, ont 
la même tangente, on a 

igx=tg{x-\-/c^), 

k étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif, cl par 
conséquent la tangente est une fonction périodique de l'arc. 
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D'ailleurs it est le plus petit arc constant que l'on puisse ajouter 
à X sans altérer la valeur de tga; ; car deux arcs, de même 
origine A, qui ont la même tangente AT, sont terminés aux 
deux extrémités du diamètre qui contient le point T ; donc tg x 
est une fonction périodique de Pare x et l'amplitude de la pé- 
riode estv. 

25. On peut représenter parune courhe la variation de tg x; 
traçons à. cet effet 
deux axes rectangu- 
laires a^Ox , y'Oy 
[fig. 14) et posons 



Faisons croître x 
d'une manière con- 
tinue d'abord de o ii 



-; m 


no 


US par le 


point 


C 


tel que 


0C = 


t. 


une parai- 




lèle H'GH à Oy. Si x croit de o à -, le point M décrira une branche 
de courbe partant de 0, au-dessus de Ox, s' élevant indéfiniment 
au-dessus de Ox, située toujours h. gauche de li'CH, et s'en 

rapprochant indéfiniment, lorsque x tend vers - ; on dit que la 

droite H'CH est asymptote à la branche de courbe. Si nous fai- 

sonsensuitecroitrea^d'unemanière continue de - àit,lepointM 

décrira une branche de courbe située entièrement au-dessous 
de Ox, partant très loin au-dessous de Oa;, mais très près de la 

droite H'CH lorsque x part de -, et arrivant enfin au point D 

de Ox tel que OD :=Tr. 

La tangente étant fonction périodique de l'arc et sa période 

étant ir, si on augmente ou si on diminue x d'un multiple 

quelconque de u, on reproduira périodiquement les mêmes 

Cours de trigonométrie. 2 
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branches de courbes et la variation de la fonction )/=tg a: 

lorsquea: croit de — ■» à-|-a> ,serareprésentéepar la figure il 



LA. SÉCANTE. 

a6. Si le point M se déplace sur la circonférence de A en B, 
c'est-à-dire si l'arc x croît de o à- {fig. i5), la sécante est 
positive et croit de + i ."i -|- » . Si le point M dépasse le point B, 




la sécante, qui éLait positive, devient négative et infiniment 
grande en valeur absolue; elle passe brusquement de + so à 
— Qo , lorsque X traverse, en croissant, la valeur - ; elle est 
donc dis continue pour celte valeur attribuée kx. Si le point M, 
continuant à se mouvoir sur la circonférence, va de B en A', 
c'est-à-dire si l'arc croit de - à t, la sécante est négative et croit 
de — x> à — i.Sile mobile dépasse le point A' et va de A' enB', 
c'est-à-dire si l'arc croit de it à -— , la sécante reste négative et 

décroît de — i à — oa . Si le mobile dépasse le point B', la 
sécante passe brusquement de — =o k -)- =c , et si le mobile 
marche de B' en A, la sécante décroit de + îo à + r. 

On voit donc que, l'arc croissant de o à air, la sécante est 
continue pour toutes les valeurs de x comprises dans cet inter- 
valle, sauT pour a; =: - et pour x= —, qu'elle prend deux fois 
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toute valeur comprise entre -f-i et + * i ou entre — oo et — i, 

mais qu'elle ne prend aucune, valeur compriBC entre — i et + i . 

La discussion précédente est résumée dans le tableau 

suivant : 



croit 



I croit - 



o I — so croit —t décroît — ■» 1 +=0 décroit H 



Si, après avoir fait croître a; de o à 21c, on le fait croître de 
ait à 4it, de 4it à, 6n, etc., la sécante repasse par les mêmes 
variations de grandeur et de signe que lorsque l'arc croit de 
o ù,, iTt; il en sera de même si l'on fait croître x de — 27uà o, 
de — /( (c k — au, de — Sa à — 4«, etc- 

37. Deux arcs de même origine A, terminés au même point 
du cercle, ayant la même sécante, on a : 

sécx=séG{x-\-^kT:), 
k désignant vm nombre entier quelconque, positif ou négatif, 




et par conséquent la sécante estunefonction périodique de l'arc, 
. D'ailleurs aiu est le plus petit arc constant qui peut être ajouté 
h. X sans altérer la valeur de séc x. En effet, soit M l'extrémité 
de l'arc x [fig. 1 6) ; les seuls arcs qui ont leur séeante égale à 
séc X sont ceux qui sont terminés en M et ceux qui sont ter- 
minés au point M' symétrique de M par rapport à AA'. Deux 
arcs terminés, l'un en M, l'autre en M', diffèrent d'un arc dont 
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la grandeur dépend de ia position du point M sur le cercle tri- 
gonométrique et par suite de la grandeur de l'arc x- Deux arcs 
distincts terminés au même point M diffèrent d'un multiple de 
%it, et leur plus petite différence possible est air ; le plus petit 
arc constant qui peut être ajouté h un arc w sans altérer la 
sécante de cet arc est donc ait; par suite séc x est une fonc- 
tion périodique de l'arc x et l'amplitude de la période 
est am. 
a8. On peut représenter par une courbe la variation deséc x. 
Traçons comme pré- 
cédemment (fig. 17) 
deux axes rectangu- 
laires x'Ox, ij'Oy et 
posons : 



Fig. 



Si X croit de o à - , 

on aura une tranche 
de courbe qui part 
d'un point G situé sur 
Oy tel que OGr= i , qui 
s'éloigne à la fois de 
Oa^etdeOî/ et qui est asymptote du côté des y positifs à la paral- 
lèle H'CH à Oy menée par le point C tel que OC = -. Si a; croit 

de - à — , on obtiendraunebranchedecourbe située entièrement 

au-dessous de 0^. Cette branche asymptote à la droite H'GH 
du côté des y négatifs va d'abord en s'éloignant de Oy et en 
se rapprochant de Ox, vient passer par le point I correspondant 
à 3; = TT, y^^ — I , puis s'éloigne de Ùx en même temps que de 
Oj/, et devient asymptote du côté des y négatifs h la parallèle 

K'EK à Ùy menée h. la distance — de cet axe. Enfin si x croit 

de ■— a aiT, on obtiendra une branche de courbe située au-dessus 
de Qx, asymptote à la droite K'EK du côté des y positifs, s'é- 
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loignant de Oy en se rapprochant de Oa; et venant enfln aboutir 
au point iV défini par a; = a7u et !/= i. 

La sécante étant fonction périodique de l'arc, de période air, 
sîTonaugmente, ousil'ondiminue, a; d'unmultiple quelconque 
de 2ir, on reproduira périodiquement les mêmes branches de 
courbe, et la variation de la fonction !/= séca;, lorsque a; croit 
de — =o ij, + co , sera représentée par la figure 17. 



19. Si le point M, extrémité d'un arc dont l'origine est A, 
se déplace sur la circonférence de A en B, c'est-à-dire si l'arc x 

croît de o à- Oî^. 18), d'après la définition du cosinus (17), le 
cosinus est positif, part de i et décroît de cette valeur èlo. 
Si le point M dépasse le point B, le 
cosinus devient négatif, et si le 
point M va de B en A', c'est-à-dire 



négatif et décroît de à — i . Si K\ 
le point mobile M va de A' en 



c'est-à-dire si x croît de it 



, 3-" 



,1e 



s reste négatif, mais croît de 
— I à o. Enfln si le point M dé- 
passe B',le cosinus redevient posi- 
tif, et si le mobile va de B' en A, c'est-à-dire 




ÎTt 



X- croit de 
le cosinus est positif et croît de o à 1 . 
Le résultat de la discussion est résumé dans le tableau 



croît - croit 
I décroit décroît - 



croit ■ 
croit 



■ croît îî 
croît 4" 1 



On voit donc que si l'arc croit de <> à ïtt, le cosinus passe 
deux fois, et deux fois seulement, par toute valeur comprise 
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entre— r et+ i, qu'il prend sa valeur maximum qui est 4- ' 
pour a; = o et pour x - - ait, et sa valeur minimum qui est — t 
pour 37^11. 

Si, après avoir fait croître a? de o à, a^n, on le fait croitre de 
25tà.4«, de 4it&.6n, etc., le cosinus repasse par les mêmes 
variations de grandeur et de signe que lorsque l'arc croit de o 
à as ; il en est de même si l'on fait croitre a; de — an à <>, de 
— liTt a — a^tj etc. 

3o, On voit que le cosinus d'un arc x ne change pas lorsqu'on 
remplace x par x -\- aK, k étant un nombre entier quelconque, 
positif ou négatif, de sorte que l'on a 

cos x^i:,os[x-{''iktt). 

D'ailleurs on voit facilement, comme pour la sécante, que are 
est le plus petit arc qui puisse être ajouté à x sans changer la 
valeur de cos x. Donc 
cosx est une fonction pé- 
riodique de l'are x et 
l'amplitude de la période 

il. Construisons com- 
me précédemment deux 
axes rectangulaires, 
x'Ox, y'Oy {fig. 19), po- 
sons : 
Fig. .!). y--=(:.05x, 

et reprcsentona par une courbe la variation de cos a: ; un rai- 
sonnement analogue au raisonnement fait pour représenter la 
variation de sin x fournit la figure 19. 



32. Si le point mobile M se déplace sur la circonférence de 
A en B [fig. ao), c'est-à-dire si l'arc x croit de o à, -, d'après la 
définition de la cotangente, la cotangente est positive et décroît 
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cotaogetite reprend les 
ême ordre, t.e tableau de discussion 
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de + 00 ?i o. Si ie point M dépasse le point B, la cotangente 
devient négative, et, si le point M se déplace sur la circonfé- 
rence de B en A', c'est-à-dire si 

l'arc X croit de - à t:, la cotan- 

gente reste négative et décroît 
do » à — =o . Si le mobile dé- 
passe le point A', la cotan- 
gente devient positive, infini- 
ment grande, et saute ainsi 
brusquement de — «o à -f «> ; 
cot X est donc fonction discon- 
tinue de x pour a: = tc. Si le 
mobile parcourt l'arc A'B'A, 
c'est-à-dire si a; croît de ir à ■ 
mêmes valeurs dans le 
est le suivant : 

a: o croit - croit -k croit — croit 

cotic -]-oo décroiti) décroit — 'a 1 -f"» décroito décroît — 

On voit donc que, l'arc croissant do o à tt, la cotangento 
prend toutes les valeurs possibles de — oo à + ao , et ne prend 
qu'une fois chacune d'elles. 

Si, après avoir fait croître a: de o à ait, on le fait croître de 
a:tà 3ît,de3ît à /l'ï, etc., la cotangente repasse par les mêmes 
variations de grandeur et de signe que lorsque l'arc croît de 
o à Ti; il en sera de même si l'on fait croître ar de — u à o, de 
— 2ïr à — TT, de — 3tc à — au, etc. 

33. La valeur de cot x ne change pas quand on remplace x 
par iK -|- Air, k étant un nombre entier quelconque, positif oh 
négatif, de sorte que l'on a : 

cot œ = cot {x-\- Im). 

D'ailleurs, on voit facilement, comme pour la tangente, queit 
est le plus petit arc constant qui peut être ajouté à x sans 
changer la valeur de cot x; donc colx est une fonction pério- 
dique de l'arc x, et VampUtude de la période est w. 
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34. Construisons deux axes rectangulaires [fig. 1 



sentons par une courbe la variation de la fonction y = cot x\ 
la discussion précédente montre que la courbe possède comme 
asymptotes l'axe y'Oi/ et des parallèles à, cette droite équi- 
distantes les unes des autres d'une longueur égale à. it et a la 
forme indiquée par la figure 1 1 . 



35. Si le point M se déplace 
sur ia circonférence de A en B, 
c'est-tL-4ire si l'arc x croit de o à 

-{fig- aa), la cosécante est posi- 
tive et décroit de-|-50 à+ Il ^s- 
leur qu'elle atteint pour a; = - ; 
si le point M se déplace de B enA', 
c'est-à-dire si a: croit de - 5. it, la 
coBécante reste positive, reprend, 
en ordre inverse, les mêmes va- 
'^^'^'' leurs, et croitde-|- 1 à + 00 .Sile 

point M dépasse le point A', la cosécante change de signe et passe 
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brusquement de 4" =^ à — «> ; elle est donc discontinue pour 
w ^■t; si le point M va de A' en B', c'est-à-dire si x croit de 

TT à — , la cosécante reste négative et croit de — =o à — i ; 

3- 
enfm si le point M va de B' en A, c'est-à-dire si x croit de — à air, 

la cosécante est négative, reprend, enordre inverse, les valeurs 
précédentes, et décroît de — i h — » . 

On voit donc que, l'arc croissant de o à -m, la cosécante est 
continue pour les valeurs de x comprises dans cet intervalle, 
sauf pour iC^o, pour a; = Ti, pour ^=îjt, qu'elle prend deux 
fois, et deux fois seulement, toute valeur comprise entre -f- ' 
et + 00 , ou entre — oo et — i, mais qu'elle ne prend aucune 
valeur comprise entre — i et-j- i. 

La discussion précédente est résumée dans le tableau suivant : 



x\ o croit - croît t croît ^ croît 
coséca: -j-aodécroît+i croît+œ \ — m croît — i décroît - 

Si, après avoir fait croître a; de o à aw, on le fait croître de 
2:1 à i-a, de i-n à Stt, etc., la cosécante repasse par les mêmes 
variations de grandeur et de signe que lorsque l'arc croit de o 
à ait ; il en sera de même si l'on fait croître a; de — ait à o, de 
— 4it à — ait, etc. 

36. La cosécante d'un arc x ne change pas lorsqu'on rem- 
place at par a; -f- aftit, k étant un nombre entier quelconque, 
positif ou négatif, et l'on a : 

cosécic^coséc(a; -)- akit). 

D'ailleurs on voit facilement, comme pour le sinus, que a?: 
est le plus petit arc constant qui peut être ajouté à x sans 
changer la valeur de coséc a;. Donc coséc x est une fonction 
périodique de l'arc x, et l'amplitude de la période est air. 

37. Traçons deux axes rectangulaires x'Ox, y'Oy [fig. a3), 
et posons y = coséc x; la variation de cette fonction est 
représentée par la figure a3, et l'on voit que la courbe pos- 
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séde comme asymptotes y'Oy et toutes les parallèles à cette 
droite équidistantes 
1rs unes des autres 
de la longueur tt. 

38. Itemarque . 
Les discussions pré- 
cédentes nous mon- 
trent que : 

1° Si l'extrémité 
d'un arc se trouve 
dans le pr e mier qua- 
drant, toutes ses li- 
gnes tri gonomé tri- 
ques sont positives ; 



Fig. 



2° Si Textrémitc d'un arc se trouve dans le deuxième qua- 
drant, toutes ses lignes trigonométriques sont négatives, sanf 
le sinus et la eosécante ; 

3° Si l'extrémité d'un arc se trouve dans le troisième qua- 
drant, toutes ses lignes trigonométriques sont négatives, sauf 
la tangente et la cotangente ; 

4° Si l'extrémité d'un arc se trouve dans le quatrième qua- 
drant, toutes ses lignes trigonométriques sont négatives, sauf 
le cosinus et la sécante. 

Donc, au point de vue du signe, les six lignes trigonomé- 
triques s'associent, deux par deux, en trois groupes tels que 
les deux lignes de chaque groupe sont toujours de même 
signe ; les lignes trigonométriques ainsi associées sont : 

Le sinus et la eosécante; 

La tangente et la cotangente ; 

Le cosinus et la sécante. 



i 111. — Relations entrk les lignes tbigonométreques de 

CERTAINS ARCS QUI SATISFONT A DES CONDITIONS PARTICULIÈRES 

DO[^NÉES. 



Sg. Deux arcs égaux et de signes contra 



, qui ont le 
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point A pour origine {fig. 24), sont nécessairement terminés 
en des points M et M' symétriques par rapportau diamètre 
AA' ; d'après cela, ii est visible qne deux arcs égaux et de 
signes contraires ont : 

1° Des sinus égaux 
et de signes contraires ; 
des cosécanles égales et 
de signes contraires ; 

a" Des tangentes éga- 
les et de signes contrai- 
res ; des cotangentes 
égales et de signes con- 
traires ; 

3" Le même cosinus ; 
la même sécante. 

Si donc on désigne 
par a: un arc quelcon- 
que, on a ■: 



S' 


V 


/ 


T 


f\ 


/ 
/ 


1 

V 






\ 

\ 


V 

\ 


r' 



sin(— 

is(- 



cot{- 
séc(- 



40. En d'autres termes, si l'on remplace un arc par un arc 
égal et de signe contraire, le cosinus et la sécante ne changent 
pas, tandis que les autres lignes trigonomé triques changent 
de signe sans changer de valeur absolue. 



4i. Si l'on ajoute tc à un arc AM (fig. aS), l'extrémité de 
l'arc vient se placer au point M' diamétralement opposé au 
point M, On voit facilement que ces arcs qui différent de it 



1° Des sinus égaux et de signes coi 
égales et de signes contraires ; 

2° Même tangente ; même cotangente , 



: des cosécanles 
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3° Des cosinus égaux et de signes contraires ; des sécantes 
égales et de signes contraires. 







\ 


1 
-1^ 






/ 


■^ 


7 


V 






/.J 


/ 
/ 




^ 


\ 


'M 


/ 


/ 




R 




/ 




/ 










^' 









Si donc on désigne par x uji arc quelconque, on a : 



sin (tt -|- .c) ^ — sina: 

C0s(Tr + «)^ — COSie 



coséc(x-|-a;)=- 
cot (tu -J- a:) = 
séc(T-|-x)=— 



'iî. En d'autres termes, si on ajoute it à un arc, la tangente 
et la cotangentfi ne changent pas, les autres lignes trigono- 
métriqucs changent de signe, sans changer de valeur absolue. 

ARCS SgPPLÉMBNTâlRBS. 

43. On sait que ai œ est un arc quelconque, le supplément 
de cet arc est it — x. Ceci posé, dans les formules du n° /fi, 
changeons a; en — x et tenons compte des formules du n" Sg, 
nous aurons : 



sin(it — a^)= sina^ 


coséc(jt — «)= coséca: 


tg(:î-a^) = -tg^ 


cot(it — ^)=— cota; 


C0S(7: — »:)=— cosa: 


séc(x~a;)=— séca;. 



Donc deux arcs supplémentaires ont : 
1° Même sinus ; même cosécanie ; 
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a" Des tangentes égales et de signes contraires ; des cotan- 
génies égales et de signes contraires ; 

3° Des cosinus égaux et de signes contraires ; des sécantes 
égales et de signes contraires. 

/i4. En d'autres termes, si on remplace un arc par son sup- 
plément, le sinus et la cosécante ne changent pas, les autres 
lignes Irigonométriques changent de signe, sans changer de 
valeur absolue. 



45. Si on ajoute - a un arc, les lignes tri go nom étriquée sont 

remplacées en valeur absolue par les lignes complémentaires, 
deux de ces lignes conservent leurs signes, le sinus et la cosé- 
cante, les quatre autres prennent les signes contraires. En 
effet 

sinf — |-3;J=sinl (— a^) U=cos( — x)=^ cosa:, cosécf — j-'^)^ séc ^, 

tg('^ + a7J=tg ^-{~x)j=coi{—x) = -coix. cot^^+a7J=— tga^, 

cesf — [-ipJ=cos ( — x) =sin(— a:} = — sin.r, sccf--f3:] = — coséc; 

g iV. — Fonctions cmcuiAiEES inverses. 

46. Nous avons, dans ce qui précède, considéré chaque ligne 
trigonométrique d'un arc comme une fonction de cet arc ; ces 
diverses fonctions ont été appelées fondions circulaires. Nous 
avons vu qu'à chaque valeur de l'arc, c'est-à-dire de la variable, 
correspond une valeur, et une seule, pour la ligne trigonomé- 
trique, c'est-à-dire pour la fonction, et nous avons suivi les 
variations de cette fonction quand la variable croit de — =0 

» + «. 

Inversement, on peut considérer l'arc comme une fonction 
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d'une ligne trigonoraétrique que l'on prend pour variable ; une 
pareille fonction est appelée fonction circulaire inverse. Mais, 
à une ligne trigonoraétrique donnée correspondent des arcs 
en nombre infini, dés lors la définition d'une fonction circu- 
laire inverse nécessite quelques précautions. 

47. Arc Bin X. Considérons d'abord la fonction y = arc sin a;, 
cela veut dire que xj est un arc dont le sinus est a; ; x ou 
le sinus est la variable indépendante, y est la fonction. On 
voit d'abord que x, représentant un sinus, ne peut prendre 
que des valeurs comprises entre — i et + 1 . Donnons à x une 
certaine valeur comprise entre — i et -}- i , et portons sur le 
diamètre BB', àpartir du point {fig. 26), une longueur égale 
^ à la valeur absolue du sinus 

donné, dans le sens OB ou dans 
le sens OB', suivant que le sinus 
donné est positif ou négatif; 
soit Q l'extrémité de cette lonr 
gueur. Par le point Q menons 
la corde MM' parallèle au dia- 
mètre AA', qui rencontre la cir- 
conférence aux deux points M 
et M'. Les arcs qui correspon- 
. " dent au sinus donné sont évi- 

demmentceux qui, ayant le point 
A pour origine, sont terminés soit au point M, soit au point M'. 
Désignons par a l'un quelconque des arcs terminés au point M ; 
on obtient tous les arcs terminés au point M en augmentant ou 
en diminuant l'arc a d'un certain nombre de circonférences ; 
donc tous ces arcs sont compris dans la formule 

k étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 

Considérons maintenant les arcs terminés en M' et ayant 
leur origine en A ; parmi ces arcs, un d'eux est égal an — a, 
car pour amener un mobile de A en M' sur !e cercle, _,on peut 
d'abord lui faire parcourir un arc tt dans le sens positif, ce qui 
l'amène en A', puis à partir de A' un arc égal à — a, ce qui 
l'amène en M'. Dés lors, tous les arcs terminés en M' sont 
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compris dans la formule 

2?f„ + ^_-a ou {ik+i)7: — a. 

En résumé, on voit que tous les ares correspondant au sinus 
donné w sont compris dans l'une ou l'autre des formules 

y = aAit + a, y = (aA -|- i ) tc ~ o, 

oii a est l'un quelconque d'entre eux et où k est un nombre 
entier quelconque, positif ou négatif. 

48. Il résulte de là que la fonction y = arc sin x n'est pas 
suffisamment définie ; elle aura un sens précis si on choisit, 
parmi les valeurs de l'arc correspondant à une valeur particu- 
lière x^ du sinus, l'une d'elles que l'on désignera par y„ ; car 
alors si x varie d'une manière continue à partir de a;„, un des 
arcs partira de la valeur )/„ et variera d'une manière continue ; 
c'est celui-là que nous désignerons par 1/ = arc sin a;. Si par 
exemple on prend, parmi les arcs correspondant à la valeur 
x^o, celui qui a pour valeur -ik-r:, k étant un nombre entier 
positif ou négatif déterminé, lorsque x croit de — i à 4- i, 
l'arc correspondant y ira en croissant, et sa variation est 
indiquée dans le tableau suivant : 

arcsin» aAît — - croit a^Tc croît a/cTr-f-- ■ 

Si au contraire on prend, parmi les arcs correspondant à la 
valeur x=o, celui qui a pour valeur (2ft-|-i)ît, tétant un 
nombre entier déterminé positif ou négatif, lorsque x croit 
de — 1 à -j- I , l'arc correspondant y ira en décroissant, et sa 
variation est indiquée dans le tableau suivant : 

arcsina; (aft + r)7r-}-- décroît (aft-j-iJTt décroit (sA-fO'^^"- 

4g. Arc coaéc X. On verrait facilement que les arcs dont 
la cosécante est égale à une valeur x, comprise soit entre — =» 
et — I , soit entre + i et -4- =° ■ sont donnés par les formules 

a étant l'un quelconque d'entre eux. 
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5o. Arc tg a;. Considérons maintenant la fonction î/^arctgar; 

n étant une tangente peut prendre toutes les valeurs de 

— 03 à + so . Donnons à x une valeur quelconque et por- 
tons sur la tangente L'AL en A 
au cercle trigonométrique à par- 
tir du point A, une longueur 
égale ô. la valeur absolue de la 
tangente donnée, dans le sens AL 
ou dans le sens AL' suivant que 
la tangente donnée est positive 
ou négative ; soit T l'extréniité 
de cette longueur [fig. 27). Me- 
nons par le point T le diamètre 
MM' ; les arcs qui, ayant pour 
origine le point A, ont leur tan- 
gente égale à la tangente don- 
née, sont terminés soit en M, soit 
enJl'. 
Désignons par « l'un quelconque des arcs terminés au point M; 

tons les arcs terminés au point M sont les arcs compris dans 

la formule 

k étant un nombre entier quelconque , positif ou négatif. 

Parmi les ares terminés en M', l'un d'eux est égal à ^i -|- a ; 
donc tous les arcs terminés en M' sont les arcs compris dans 
la formule 

,/,^ + ^ + „ ou (.A+i)^ + =. 

En résumé, les arcs qui admettent comme tangente la tan- 
gente donnée x sont compris dans la formule unique 

a étant l'un quelconque d'entre eux, et k étant un nombre 
entier quelconque, positif ou négatif. 

5 1 . Il résulte de cette discussion que la fonction y ^ arc tg x 
n'est pas suffisamment définie ; pour lui donner un sens pré- 
cis, choisissons, parmi les valeurs de l'arc correspondant à 
une valeur particulière x^ de la tangente, l'une d'elles que 
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nous désignerons par y^ ; si on fait varier x d'une manière 
continue à partir de la valeur x^, un des arcs partira de la 
valeur j/„, et variera d'une manière continue; c'est cet arc 
ainsi défini que nous désignerons par y = arc tg x. 

Si, par exemple, on prend, parmi les arcs correspondant k 
la valeur ^ ^ o, celui qui a pour valeur ki:, k étant un nombre 
entier positif ou négatif déterminé, lorsque a; croît de — «j h. 
+ so , l'arc correspondant y ira en croissant, et sa variation 
est indiquée dans le tableau suivant : 

a: I — 00 <t +■" I 

arc tg 3(^31 croit ki: croit ki(-\-- • 

Quel que soit k, tous les arcs croissent lorsque x croît, et si x 
croît de — oo h-\- ca , cbacun d'eux augmente de t:. 

5a. Arc cota;. On verrait facilement que les arcs dont la 
coiangente est égale h une valeur x quelconque sont compris 
dans la formule 

/.■^ + a, 

K étant l'im quelconque d'entre eux, et k élanl un nombre 
entier quelconque, positif ou négatif. 

Il est bon de remarquer que si x croît de — «> à -["=", et 
si on a choisi parmi ces arcs l'un d'eux, par exemple celui qui 

pour a; = o est égal à kv-{--, cet arc décroît de ]n^-\-ith. kn 

lorsque x croit de — =o à. -[- '^ , comme le montre le tableau 



arc cota; /tic-|-Tt décroît /m-] — décroît kn\- 

53, Arc coB X. Considérons la fonction y = arc cos x ; 
X représentant un cosinus ne peut prendre que des valeurs 
comprises entre — i et-|- i. Donnons à a; une valeur quel- 
conque comprise entre — i et -|- i , et cherchons les arcs 
correspondant à ce cosinus donné. Portons pour cela sur le 
diamètre A'A, à partir du point 0, une longueur égale à k 
Cours de Irigonoinéb'ifi , 3 
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valeur absolue du cosinus donné x, dans le sens OA ou dans 
le sens OA' suivant que le cosinus est positif ou négatif; soit P 
l'extrémité de cette longueur 
{fg. 28). Menons par le point P 
la corde MM' perpendiculaire au 
diamètre AA' qui rencontre la 
circonférence en M et en M'. Les 
arca qui, ayant pour origine le 
point A, ont leur cosinus égal au 
cosinus donné, sont terminés, 
soit au point M, soit au point M', 
Désignons par a l'un quelcon- 
" que des arcs terminés en M ; les 

° arcs termines on M sont tous 

les arcs compris dans la formule 
îfat + a, 
k étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 

Parmi les arcs terminés en M' se trouve l'arc — a ; par suite 
les arcs terminés eu M' sont les arcs compris dans la formule 

En résumé, les arcs qui ont leur cosinus égal au cosinus 
donné x sont compris dans la formule 

a. étant l'un quelconque d'entre eux, et k étant un nombre 
entier quelconque, positif ou négatif. 

5.',. Il résulte de cette discussion que la fonction y^arccosjï 
n'est pas suffisamment détlnie. Pour lui donner un sens pré- 
cis, choisissons, parmi les arcs correspondant k une valeiir 
particulière x^ du cosinus, l'un d'eux que nous désignerons 
par î/o > ^i ^'^ '^*^'' varier x d'une manière continue à partir 
de x^, un des arcs partira de la valeur y„ et variera d'une 
manière continue ; c'est celui-là que nous considérerons et que 
nous désignerons par y = arc cos x. 

Si, par exemple, on choisit parmi les arcs correspondant à 
la Valeur a;=o celui qui est égal à a^ -1- -, k étant un nombre 
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entier donné, lorsque x croîtra de — i à + i, cet arc ira en 
décroissant et sa variation est indiquée dans le tableau : 



arc cos x s/ra-]-T: décroît 3/;tc-|- - décroît 2/^7: - 

Si, au contraire, on clioisit parmi les arce correspondant â 

la valeura;==<) du cosinus celui qui est égalîiaftit , /celant 

un nombre entier donné, lorsque a; croîtra de — 1 à -|- 1 , 
cet arc ira en croissant, comme le montre le tableau suivant : 

arc cosa: a/^Tc — Tc croit a/ra — - croit a/cTc - 

55. Arc sée X. On verrait facilement que si on se donne 
une valeur x de la sécante, comprise soit entre — os et — i. 
soit entre + i et + ■» , les arcs qui admettent une sécante 
ogale à la sécante donnée sont compris dans la formule 

tt étant Tun quelconque d'entre eux, et k désignant un nombre 
■entier quelconque, positif ou négatif. 



S V . ^ UkLATJO^S fondamentales ESTRE les lignes TKLUOrfOMÉ- 
TRIQUES u'L'K même ARC. 

56, Noua avons introduit sis fonctions circulaires d'un même 
arc : le sinus, la tangente, la sécante, le cosinus, la cotangenle, 
la cosécante. Ces six fonctions ne sont pas indépendantes l'une 
de l'autre, c'est-à-dire qu'on ne peut pas donner à deux ou è. 
plusieurs d'entre elles des valeurs arbitraires ; mais on peut 
prendre l'une d'elles à volonté, par exemple le cosinus. 

En elTet, supposons qu'on se donne un cosinus ; on sait que si 
P est l'extrémité de la longueur égale au cosinus donné, lon- 
gueur portée à partir de dans le sens convenable sur le dia- 
mètre A'A, et si M et M' sont les extrémités de la corde perpen- 
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(liculaîre au diamètre AA' menée par P, tous les ares corres- 
pondant à ce cosinus sont terminés les uns au point M, les 
autres au point M' [fig. 29). Tous 
ces arcs admettent, comme on 
l'a vu (39), deux sinus égaux et 
de signes contraires, deux cosé- 
cantes égales et de signes con- 
traires, deux titngentes égales et 
de signes contraires, deux cotan- 
gentes égales et de signes con- 
traires, une même sécante. On 
voit donc que si le cosinus est 
donné, les cinq autres lignes 
trigonométriques sont détermi- 
nées et que l'on obtient pour cliacune d'elles au plus deux 
valeurs. Il existe donc entre ces six lignes trigonométriques 
cinq relations, et pas davantage, telles que si on se donne une 
quelconque de ces lignes, ces équations déterminent les cinq 
autres. Ce sont ces relations que nous allons établir. 

57. Désignons para^ 
un arc AM que nous 
supposerons d'abord 

moindre que - [fig. 3o). 

Menons la perpendi- 
culaire MP sur AA'^ et 
prolongeons le rayon 
OM jusqu'à sa ren- 
contre en T avec la 
tangente en A au -cer- 
cle trigonométrique. 
L'arc étant moindre 
qu'un quadrant, ses 
six lignes trigonométriques sont positives. Dans le triangle rec- 
tangle OPM, on a: 




OP' + PM-'^OM'^; 
1 à cos 3: ; FM est égal h sin a 



; OM, rayon du 
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cercle, est cgtil à i ; donc on a : 
(,) sm3a;+cos''3;^r. 

Les triangles OAT et OPM étant semltiables, on a : 
AT_PM_ 
OA'^OP' 
AT est égal à tg x ; OA est égal à i ; donc on a.: 

Il) tg3^ = !21f. 

Menons au point M la tangente MR, et soit R le point où 
elle rencontre le diamètre AA'. 
Banale triangle rectangle OMR, on a: 

0RX0P = ÔM''; 

OR est égal à. séca;; OP est égal à cosx; 0.M est égal à i ; 
on a donc séca^Xcosa;^ i, ou : 

(3) séCiT^ ■ 

^ ' cosœ 

58. Les formules (i), (a), (3), que nous avons établies en 
supposant l'arc œ compris entre o et - , sont vraies quel que 
soit a;. 

En effet, quelle que soit la position du point M sur le cercle, 
si l'on effectue les constructions indiquées, on a toujours les 
relations suivantes : 



ORxOP=OM . 

Or, les longueurs OP, PM,AT et OR représentent toujours, 
au signe près, cosx, sina;, tga; et séca;. Il en résulte que les 
relations (r), (a), (3) ont lieu entre les valeurs absolues des 
lignes tri gono métrique s d'un arc quelconque. Par conséquent, 
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]a relation (i), dans laquelle centrent que des Ciirrés de lignes 
trigonométriques, est générale. Il reste à vérifier que les for- 
muleB (2) et (3) sont encore vraies quand on a égard aux signes 
des lignes trigonométriqùes qu'elles renferment. Or, jl eal 
facile de voir, en se reportant à la remarque du n" 38 : i" que 
le sinus et le cosinus d'un arc sont de même signe quand la 
tangente de cet- arc est positive, et qu'ils sont de signes con- 
traires quand la tangente est négative ; 2° que la sécante et 
le cosinus d'un même arc sont toujours de même signe. Gela 
démontre que les formules (2) et (3) sont encore exactes quand 
on a égard aux signes des lignes trigonométriques. 

Sg. Si dans les formules (2) et (3) on change ar en- ~ ^, on 

obtient deux nouvelles formules (^1) et (5) qui sont générales 
comme les premières : 



(5) coséc X = -, 

' ' smx 

Les formules (1), (a), (3), (/,), (,^), sont les formules cher- 
chées." 

Go. Remarque. Des formules fondamentales, on peut déduire 
quelques formules qui sont utiles. 

Si on multiplie membre à membre les formules {») et {l), 
on obtient la relation 

(G) tgx.cotx^ I. 

jy ailleurs îes formules (3) et (5) peuvent s'écrire : 

(7) cosic.séc3;=i, 

(8) sin3;.coséC3:=i. 

On voit alors que k produit de deux lignes associées {38} est 
égal d i, ou que deux Ii"gnes associées sont telles que l'une est 
l'inverse de l'autre. 

61. Applicniioii . Comme application des formules fonda- 
mentales, proposons-nous, étant donnée tgir, de calculer les 
autres lignes trigonométriques en fonction de tg x. 
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La formule (6) donne immédiatement : 

Pour calculer sin x et cos x, nous aurons à résoudre les deux 
équations {i)el (2), 

sin X 

!im^x+cos^x= I , tg a^ = 

' ° Q-OSX 

La seconde nous donne sina; = tg.iî. cosx, etenporlantdans 
la première, 



Mais sin x ^ Igx. cos x ; on a donc : 

^ ' \/i + tg',ï 

Enfui les formules (!i) et (î) donnent, 



(...) séc^=±\/i+tg' 

(i3) cos( 






Il faut remarquer que dans les formules (10) et (n) il faut^ 
devant le radical, mettre le même signe dans les deux for- 
mules, attendu que le rapport doit être égal à tga:. Ce 

signe étant choisi, on prend dans les formules (12) et (i3) ce 
même signe devant les radicaux. 

Le problÈnie est donc résoîu ; il reste h, discuter, c'est-à-dire, 
à expliquer pourquoi l'on trouve pour sin a? deux valeurs 
égales et de signes contraires, pour cosa; deux valeurs égales 
et de signes contraires, et pour cot x une seule valeur. 

La tangente étant donnée, portons sur la tangente en A au 
cercle trisonométrique, à parlir du point A, dans le sens con- 
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venable, une longueur égale à la valeur absolue de cette tan- 
gente ; soit T son extrémité {fig. 3i). Menons par T le dia- 
mètre MM' ; l'arc x n'est pas dé- 
terminé ; c'est l'un quelconque 
des arcs qui, ayant le point A 
pour origine, sont terminés soit 
en M, soit en M'. Or les arcs ter- 
minés en Met les arcs terminés 
en M' ont des sinus égaux et de 
signes contraires, des cosinus 
égaux et de signes contraires, et 
même cotangente, puisqu'ils dif- 
fèrent d'un nombre impair de 
fois îT. 

Le sinus et la cosécante étant 
associés comme signes, le co- 
j'alement associés, on devra trou- 
ver pour coséc X deux valeurs égales et de signes contraires, 
pour sec x deux valeurs égales et de signes contraires. 




EXKRGIGES SUR LE CHAPITRE I. 

1. Trouver les relations qui doivent exister entre deux arcs pour 
qu'ils aient : ou des sinus égaux et de signes contraires, ou. des 
cosinus égaux et de signes contraires, ou des tangentes égales et de 
signes contraires. 
■ 2. Trouver les l'elations qui existent eutre les lignes trigonomé- 

Iriques de deus arcs qui diffèrent de -^. 

3. Exprimer toutes les lignes trigonomé triques d'un arc x en 
fonction de sin x, ou de séc x, ou de coséc x\ expliquer géométri- 
quement et trigonomélriquement pourquoi l'on obtient tantôt une 
seule valeur, tantôt deux valeurs égales et de signes contraires. 

4. Calculer les lignes tri go nomé trique s d'un arc dont la tangente 
est égale au cosinus. 

5. Calculer les valeurs des lignes Irigonométriques des arcs 
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6. Démontrer que l'on a, quel que soit œ, 

7. Démontrer que l'on a, quel que soit a;, 

8. L'arc x croissant de à -, chercher les limites entre lesquelles 

varie l'expression 

ysin^ic — 7sina! + 9. 

9. L'arc '£ croissant de o à -, chercher les hmiles entre lesquelles 

varie l'expression 

6 costal + 6 ces a; -7. 
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CHAPITRE U 

TUÊORIE DES l'ROJlXTIO.'iS. 

§ 1. Projections quelconques. — § H. Projections orthogonales. 

§ 1. — Projectio:<s quelconques. 

Ca. Considérons, sur une droite indéfinies;'»^, deux points 
aetb, et supposons qu'un mobiîe se déplace en allant du point a 
vers le point 6 ; il peut se présenter deux cas : ou bien le 
mobile marche sur la droite indélinie dans le sens x'x, que 
nous conviendrons de nommer le sens positif, ou bien le mobile 
marche dans le sens contraire xx', que nous nommerons le 
sens négatif. Ceci posé, nous appellerons segment ab et nous 
représenterons par af> la longueur ab affectée du signe -j- ou 



du signe —, suivant que, pour aller de a vers b, le mobile se 
déplace dans le sens positif ou dans le sens négatif; ainsi 
dans le premier cas [fig. 'ii) : 

7b=+ab, 
dans le second cas ifig. 33) ; 

ab= — ab. 

63. Il résulte de cette définition que si l'on considère , sur 

la droite indéfinie w'x, deux points a et b, ces deux pointa 

déterminent deux segments ab et ba, égaux en valeur absolue, 

mais de signes contraires ; on a donc : 

ab=p: — ba 



y Google 



THIÏORIE DES PROJECriûNS. 



al) -\- lin = 



6}. Vliéorèmc. Si a, b, c, ....A, l sont n points distribués 
sur une droite indéfinie x'x, dans un ordre quelconque, on aura, 
entre les segments délei-minés sur la droite par ces points, fa 
relation : 

(i) ^ + *?+ -f-^-]-fo = o. 

Le théoràmc est vrai, d'après la remarque précédente, dan^ 
le cas de deux points, a et è, et on a : 



Je vais d(3iii(*ntrer, en second lieu, que le théorème est vnii 
dans le cas de trois points «, b, c, c'est-^-dire que l'on a : 

Tb + 'fc-\-m = o. 

Les points a et 6 étant donnés sur la droite x'x, le point r 
peut occuper, par rapport à ces deux 

points, trois positions; il peut être, ii ^- a. T c jy 
droite des deux points, ou entre les j,--„ 3/ 

deux, ou à gauche; d'ailleurs a peut 

occuper par,"rapport à b deux positions. La ligure peut donc 
présenter six dispositions différentes. 

Dans le premier cas (Jtgi. 3/,), on a : 
ac-:=ab'j-fic; 
où, comme les trois segments correspondants sont positifs : 



mats 
donc 



ac = ab'i-Oc, 


^+ï?— «?=c 


âc=^—câ; 


S+E+»=< 
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Dans le second cas [fig. 35), on a : 

et, comme les trois segments correspondants sont positifs : 



X.- 


à. e 


* j> 


nh = o 


x-{:d 




Fis. 3i- 


^>-rb. 




ou 
piiisqi 


.c 


7bJ,rc-yTa= 


_~ 




Dans le troisième 


; {fi<j. 36), on a : 










r.b = ca-\-ab. 












cb=c. 




.^' 


Fig. 30. 


i\'oh 


â-i-Ii 






'^—Tb-{-ca = - 







ab'\-bc -^-ca^:». 

Les trois derniers cas se déduisent des trois premiers un 
changeant les signes de tous les segments. 

Pour démontrer que le théorème est général, il suffit de prou- 
ver que, s'il est vrai dans le cas de w — i points, il est vrai 
dans le cas de n points. 

Supposons donc que l'on ait, dans le cas de h — i points a, b, 
c, .... g,k, situés sur la droite x'x, la relation segmentaire 

ab-]-bc-{- 4"^^+^" = "- 

Soit l un n" point placé sur la droite x-'x d'une fa(;on quel- 
conque ; associant les trois points a, h, l, on a, d'après ce qui 
a été démontré pour trois points : 

ah-{- hl-\-la=zo. 
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Ajoutons membre h membre les deux relations précédentes, 
et remarquons que l'on a : 



/ia-j--ak=^<j ; 



nous aurons : 



ab + bc-l- -\-gh + hl-\-la=:^o: 

c'est la relation qu'il s'agissait d'établir entre les n points « , 

b, c, h,L 

65. Corollaire, a ef A étant deux points silués sur une droite 
indéfinie, soit o un point quelconque mais déterminé sur la 
droite, àpartir duquel on veut compter l^s distances, on aura: 

al/ = ob — oa. 

En effet, enlre îcs trois points o, a, b, on a la relation seg- 
inentaire 

^b-\-To + m = o, 






= ob- 



66. Béfiniiioa. Soit x'x une droite indéAnie, et soit P im 
plan tixe non parallèle à la 
droite (fig^ 37). OnappeUe pro- 
jection d'un point quelconque M 
de l'espace sur la droite x'x, le 
point m où le plan mené par le 
point M parallèlement au plan 
P rencontre la droite x'x. La 
droite x'x est appelée axe de 
projection; la droite x'x et le 
plan P forment ce que l'on ^__ 

appelle le système de projection. 

Ceci posé, soit AB une portion de droite [fig. 38) ; soient a 
et b les projections des extrémités A et B de la droite sur l'axe 
x'x; considérons un mobile M parcourant AB de A vers B, soit 
m la projection du mobile M sur l'axe x'x; lorsque le mobile M 
parcourt AB dans le sens AB, le mobile projection m parcourt 
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al) dans le sens ab. On appelle projection de la portion de 

droite AB snr l'axe iiidéflni x'x, projection faite parallèlement 
au plan P, la longueur de la 
portion 06 de l'axe comprise 
entre les projections des ex- 
trémités de la droite AB, 
affectée du signe + ou du 
signe — , suivant que pour 
aller de a en i le mobile 
projection marche sur l'axe 
x'x dans le sens positif, ou 
dans le sens négatif. La pro- 
jection de AB est donc un 
et si nous désignons par (AB) la projection de AB sur 

l'axe, on aura : 

(AB) = ^. 

C7. Corollaire. Si l'on considère les deux portions de 
droite AB et B;V égales, mais parcourues en sens contraires, leurs 
projections sont égales et de signes contraires : 

(AB) = -(BA). 

(i8. Remarque I. Si le plan P est perpendiculaire à l'axe x'x, 
on dit que la projection est orthogonale. On peut remarquer 
que dans ce cas la projection m du point M sur l'axe œ'x est le 
pied de la perpendiculaire abaissée du point M sur l'axe a/x. 

Cg. Remarque II. Si la figure que l'on projette et l'axe x'x 
sont dans un même plan Q, il suffit, pour définir le système 
de projection, de se donner sur le plan Q la trace du plan pro- 
jetant ; cette droite s'appelle la direction des projetantes ; dans 
ce cas, pour avoir la projection m d'un point M sur l'axe, it 
suffît de mener par M une parallèle à la direction des proje- 
tantes jusqu'à sa rencontre en m avec l'axe x'x. 

70. Tiiëorëme. Za somme algébrique des projections des côtés 
d'un polygone fermé, plan ou gauche, sur un axe quelconque, 
est nulle. 

Soit ABCDEA le polygone fermé {fig. îg) et supposons que 
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le périmèti-e du poîygone soit parcouru par le mobile dans le 
sens ABCDEA, A étant le point de départ et le point d'arrivée 
du mobile. Soient a, b, c, d, e 
les projections des sommets du 
polygone sur un axe x'x ; ces 
points déterminent sur l'axe 
indéfini des segments tels que . 
Von a (64) : -^ '-'' c t. e- ^ ^ 

_____ Fig. ^■ 

ab-\-bc-\-cd-{-dB-\-ea^o. 

Mais par définition 

(AB) = ^, 

{BGj^bc, etc. 
On a donc : 

(ABj + (BG) + (CD) + (DE) + (EA) - o. 

71. Déflnlttoii. Étant donnée une ligne polygonale conti- 
nue non fermée, dont A est le point de départ, Lie point d'ar- 
rivée, on appelle résultante du contour polygonal la droite 
qui joint le point de départ A an point d'arrivée L; la résul- 
tante est supposée parcourue par le mobile dans le sens AL. 

72. Tiië«rënie. La somme algébrique des projections des côtés 
d'une ligne polygonale sur un axe est égale à la projection de 
la résultante sur le même axe. 

Soit ABC .... L la ligne polygonale donnée, soit AL la résul- 
tante. Considérons le polygone fermé ABCD... HLA, on a (70): 

(AB) + (BO)+ +(HL) + (LA)=o. 

Mais (67} 

ILA)=-(AL); 
on a donc : 

(AB) + (BC)+ H-(IIL)-(AL) = o, 

OU 

(AB)-f(BC)+ +(Hr.) = (AL), 

ce qui démontre le théorème. 

73. On appelle projection d'une ligne brisée ABC ... L sur 
un axe, la somme algébrique des projections des côtés de cette 
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ligne brisée sur cet axe ; le théorème précédent exprime donc 
que : la projection d'une ligne brisée sw un axe est égale à la 
projection de la résultante sur le même axe. 

74, Corollaire. Si l'on considère deux lignes brisées ayant 
les mêmes extrémités, leurs projections sur un axe quelconque 
sont égales entre elles, comme égales toutes les deux h la 
projection de la résultante, qui est la même dans les deux cas. 

75, Remurqnc. Pour que la projection d'une ligne poly- 
gonale sur un axe soit nulle, il faut et il suffit que les projec- 
tions des points extrêmes se confondent; il en sera ainsi, ou 
bien si ces points extrêmes se confondent, ou bien si la droite 
qui les joint est parallèle au plan P; dans tout autre cas, les 
projections des points extrêmes seront distinctes et par suite la 
projection de la ligne polygonale ne sera pas nulle. 

On conclut de cette remarque les conséquences suivantes : 

1° La condition nécessaire et suffisante pour qu'un contour 

polygonal plan soit fermé est que les projections de ce contour, 

faites suivant deux directions différentes sur deux axes situés 

dans son plan, soient nulles. 

a" La condition nécessaire et suffisante pour qu'un contour 
polygonal gauche soit fermé est que les projections de ce 
contour faites parallèlement à trois plans non parallèles h une 
même droite, sur trois axes quelconques, soient nulles. 



§ II. — Projections orthogonales. 

76. Étant données deux demi-droites indéfinies Oy, O'z dans 
l'espace {fig. 40) qui détermi- 
nent deux directions Oy, O'z, 
on appelle angle de ces deux 
directions l'angle moindre que 
7ï formé en menant par un 
point A quelconque de l'espace 

, des droites Ay', As' respecti- 

vement parallèles aux deux di- 
rections et de même sens (|;ue chacune d'elles. 

77. Vhùoi'èmc. J)ans un triangle rectangle, chaque cote de 
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l'angle droit est égal à l'hypoiénune multipliée par le cosinus de 
l'angle compris entre ce côté et l'hypoténuse. 

Soit ABC un triangle rectangle, A étant le sommet de l'angle 
droit {^g. -ji). Décrivons du sommet B comme centre une cir- 
conférence d'un rayon BM égal 
il l'unité de longueur; soit M le 
point d'intersection de cette cir- 
conférence avec l'hypoténuse 
BG, du même côté du point B 
que le point C; abaissons du 
point M la perpendiculaire MP 
sur le côté AB ; si nous regar- 
dons le point N comme l'origine 
ABC, on voit que BP représente le cosinus de l'angle ABC en 
grandeur et en signe, puisque ce cosinus est positif. Le^ 
triangles semblables AHC, PB M donnent : 




l'arc qui mesure l'angle 



BP=:cosABG, BM = 



AIÎ==nclcosABO, 

ce qu'il fallait démontrer. 

78. Thëorbme. La projection orthogonale d'une loiigueui 
sur un axe indéfini x'x est don- 
née en grandeur et en signe par 
le produit de la longueur AB, 
par le cosinus de Cangle aigu ou 
obtus que fait la direction AB 
avep la direction positive de l'axe 
des projections. 

i" Cas, — La direction AB 
fait, avec la direction positive x'x 
de l'axe des projections, un angle 
aigu a {fig. 4a)- Si par A nous 

i le plan P perpendiculaire sur 
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point a, la portion de droite AB et la portion positive ax de 
l'axe x'x sont du même côté de ce plan P ; donc la projection 
orthogonale du point B sur nfx se fait en un point i situé sur 
la portion ax, et la projection de AB est positive : on a : 

(AB) = + «6. 

Menons par A une parallèle As èi x'a: jusqu'à sa rencontre en C 
avec le plan projetant de B et menons BC; les deux longueurs 
ah et AC sont égales, parallèles et de même sens; on a donc : 



d'autre part, dans le triangle AUC rectangle en C, on a 
AG = AB eosBAC=AB cos«. 



(AB) = -I- «6 = + AG=AB cos a. 



: — La direction AB fait avec 1 
de l'a) 



î, direction positive x'x 
e des projections un 
angle obtus a (fig. 43). Si par 
le point A nous menons le 
plan P perpendiculaire sur 
x'x, qui coupe x'x au point o, 
la portion de droite AB et la 
portion positive ax de l'axe x'x 
sont de part etd'autre du plan 
P ; donc la projection ortho- 
gonale du point B sur xfx se 
fait en un point b, situé à 

gauche du point a sur la portion négative ax' de l'axe a^x; la 

projection de AB est négative et on a : 
(AB) = — ah 

Menons par A la parallèle Aï h. x'x; l'angle ^AB est l'angle a; 
Ai rencontre le plan projetant de B en un point G situé sur le 
prolongement de Ai! dans le sens sA ; et on a : 
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Menons BC; dans le triangle ABC, rectangle c 



AC = ABcosBAC = 
On a (loîio : 



- AB cos (tt ■ 



Kg. 



(y^B)=— aô=— AC = + ABcosc<. 

79. Dfaiiition. Nous avons supposé jusqu'à présent que 
l'on projetait sur x'x la longueur d'une portion de droite ; 
considérons maintenant le cas où l'on projette orthogonale- 
ment un segment de droite. 

Supposons pourcelaque^oy /'^ 

étant une droite indéfinie sur , ■ 

laquelle le sens oy soit re- 
gardé comme positif, le sens 
oy' comme négatif {fig. 44), 
on considère une portion de 
droite AB parallèle à cette 
droite indéfinie ; on appelle 
segment AB la longueur AB affectée du signe -]- ou du 
signe — suivant que pour aller de A vers B un mobile se déplace 
dans !e sens oy, ou dans le sens opposé ; dans le premier cas, 
le segment est dit positif; dans le second, il est dit négatif. 

80. Théorème. La projection orthogonale d'un segment AB 
sur un axe indéfini x'x est 
donnée en grandeur et en 
signe par le produit de la 
valeur algébrique du segment 
par le cosinus de l'angle que 
fait la direction positive du 
segment avec la direction po- 
sitive de l'axe des projec- 
tions. 

i"' Cas. — Le segment Alï 
est positif (fig. 45) ; soit / 
la valeur algébrique de ce 
segment; on a : 

; = -]-AB. 

Soit « l'angle de la direction positive oy avei 




Fig. 
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positive x'x; il suffit jioiir avoir cet angle de mener par un 
])oint de y'oy une parallèle az à la direction positive x'x iSv. 
i'axe des projections; l'angle zo]j moindre queii est l'angle «. 
Ceci posé, on a, d'après le théorème précédent :. 

(AB)=ABcos(AB,a:'ie)=ABcos(oy,a/a;)=ABeosar^/cosft. 
a" Cas. — Le segment AE est négatif {f.g. /,6) ; / étant I;i 
valeur algébrique du seg- 




ment, on a : 



/ = 



Ali. 



%. 4e- 



Dès lors, d'après le théo- 
rème précédent, 

(AB) = ABcos{AB,yar) 
= ABcos(o!/', x'x] 

= — ABcosa=:/cosa, 



ce qui démontre la proposition. 
8i. Remarque. Soient un point o et deux demi-droites ox, 

oy issues de ce point [fig. z,?); nous avons appelé angle de 
ces deux directions ox, oy, l'angle « 
moindre que ir formé pai' ces deux 
demi-droites. Il est bon de remar- 
quer que ces deux demi-droites font 
entre elles une infinité d'angles com- 
pris dfuia la formule 



''^' ■'^' où k est un nombre entier positif ou 
négatif quelconque ; tous ces angles ont même cosinus ; dès lors, 
dans l'expression de la projection orthogonale d'une longueur 
AB, ou d'un segment AB, sur un axe, on pourra remplacer le 
plus petit angle a parl-im quelconque d'enti'e eux, a/jit ±a, sans 
que la valeur delà projection soit modifiée soit comme gran- 
deur, soit comme signe. 
82. Corollaire I, Soit ABC KA une ligne polygonale 
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fermée, et supposons qu'un mobile parcoure le polygone dans 
le sens AB... KA; soient a, b...,k les valeurs algébriques des 

segments successifs parcourus par le mobile ; soient «, 6 k . 

les angles des directions positives de ces segments avec la. 
direction positive de l'axe des projections. 

Le théorème (70) relatif h la projection d'une ligne polygo- 
nale fermée se traduira, en projections orthogonales, par la 
relation 

a cos a -|- ^ cos fl + -|-^COSx = o. 

83. Corollaire II. Soit ABC. .. HL une ligne polygonale et soit 
AL sa résultante ; supposons qu'un mobile parcoure la ligne 
polygonale AWC... L dans le sens ABG... L ; soient a,b,..., k les 
valeurs algébriques des segments successifs parcourus par le 
mobile; soient «, 6,.,.ïi les angles des directions positives de 
ces segments avec la direction positive de l'axe des projections. 
Supposons d'autre part qu'un mobile parcoure la résultante 
AL dans le sens AL; soit Ha valeur algébrique du segment AL, 
et soit \ l'angle de la direction positive de ce segment avec In 
direction positive de l'axe des projections. Le théorème du 
n" 72, relatif à la projection d'un contour polygonal et de sa 
résultante, se traduira, on projections ortliogonales, par la re- 
lation 

/cos X = ftcos « + 6 cosp+ ~\~kcosi\- 

8',. nemarqae. La relation précédente montre que la pro- 
jection orthogonale d'une ligne brisée sur un elsc est la mèmi^ 
pour tous les axes qui font le même angle avec la résultante. 

La même relation montre encore que la projection orthogo- 
nale d'une ligne brisée sur un axe perpendiculaire à sa résul- 
tante est nulle, que la projection orthogonale d'une ligne brisée 
est maximum quand l'axe de projection est parallèle h la ré- 
sultante. 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE II 

1. Soient Oœ, Oj/, Oa, trois demi-droites mdéflmei se coupant en 
un même point de l'espace et rectangulaires entre elles deux a 
deux ; soit OR une demi-droite indéfinie queli onque menée pai le ' 
point ; démontrer que si a,P,f désignent les an(;les que fail celle 
demi-droite OR respectivement -nec Ox, Oy, Os, on a, entre 1 s 
cosinus de ces angles, la relation 

cos'a -\- cos^P -|~ cos^ =. I . 

a. Soient Oœ, Oy, Os, trois demi-dt'oites iadéSnies se coupant eu 
un même point de l'espace et reci angulaire 9 entre elles deux à 
deux ; soient OR et OS deux demi-droites indéfinies quelconques me- 
nées par le point ; démontrer que, si 0,^,7 désignent les angles 
de la demi-droite OR avec Oa;, Oy, Os, si «',3',-j' désignent les angles 
de la demi-droite OS avec Ox, Oy, Os, si enfin V désigne l'angle des 
deux demi-droites OR et OS, on a : 

cosV= cosa cosd' -t- Posp cosP' -\- C0S7 cos-['. 
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CHAPITRE ni 



FORMULES D' 



n. 



- Addition' et soustbaction des arcs. 



85. SiuDS et cofiinqia de la. somme et de la ditCèr 

deux npcs. Proposons-nous de calculer le cosinus de h 
de deux arcs a et 6 en fonction des sinus et des cosinus de ces 
arcs ; la suite montrera que le problème proposé est possible. 
Soient a et ^ les deux arcs donnes, positifs ou négatifs : consi- 
dérons le cercle tri gonom étriqué, 
et portons, à partir de A, sur la 
circonférence de ce cercle, dans 
le sens convenable, un arc égal 
en grandeur et en signe h l'arc 
a; soit M son extrémité {fig. 48). 
A partir du point M considéré 
comme origine, prenons dans le 
sens convenable un arc égal en 
grandeur e.t en signe à l'arc b, et 
soit N son extrémité. Il résulte de 
la construction qu'un arc égal à 
a + ô et ayant son origine en A a son extrémité en N; donc 
l'un des angles de ON avec OA correspond à l'arc a-\- b. 

Pour tous les arcs ayant leur origine en A, OA est la di- 
. rection positive des cosinus, OA' en est la direction néga- 
tive; prenons à partir de A dans le sens positif un arc AB 

égala-; soitB son extrémité; OBest la direction positive des 




Kg. 4s. 
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sinus des arcs ayant leur origine en A, OB' en est la direction 
négative. De même, pour tous les arcs ayant leur origine en M, 
OM est la direction positive des cosinus, OM' en est la direc- 
tion négative ; prenons à. partir de M dans le sens positif un 

arc MB, égal h -, et menons OB,; OB, est la direction positive- 

(les sinus des arcs ayant leur origine en M, OBJ en est la direc- 
tion négative. 

Ceci posé, joignons ON et du point N abaissons la perpendi-, 
■■ulaire NP sur le diamètre MM'; d'après ce qui précède, cos6 
est égal en grandeur et en signe au segment OP, siii b est égal 
en grandeur et en signe an segment PN. Projetons orthogona- 
fement, sur la direction OA, les deux contours ON et OPN qui 
■mtles mêmes extrémités; leurs projections sont égales: 

{ON)=(OP)+(PN). 
Or 

(ON)r:= ON coa (ON, OA) = i . cos («+ *) =cos {a + b), 
(OP) = ÔP cos (OM,OA) = cos f>. cos(OM,OA) = cosi cos a, 
(PN) :=PN cos (OB„OA)— sin ^.cos (OB„OA) = sin *cos (~+ aj 

^ — sinôsina. 

On a donc : 

( 1 ) cos [a + b) ~ cos ncos,/) — sin a sin b, 

lit cette formule est généraJe, quels'que soient les arcs «et b, 
puisque le théorème des projections ortliogonales est gé- 
néral, 

86. Dans la formule (i), remplaçons b par — 6, nous aurons : 

(a) cos (a — 6) = cos a cos &-^ ein a sin ft, 

formule donnant le cosinus de la différence de deux arcs, en 
fonction des siiius et des cosinus de ces arcs, et cette formule 
est générale comme la précédente. 

87. Enfln, dans les formules (1) et (a), changeons a en.--\-a, 
on a : 
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[ cos (--{-a -I- hj = cos ( - + «) cos ft — sin I ^ -j- aj siii h, 
[ cos (--\-a — b\ = cos [- + a ) cos b + aîii T^^- aj siii (», 

ou, d'après les formules du n" 45, et changeantles signes, 

[ï] siu (a -|- è) = sîn a cos ô + cos asin b, 

(',) siii(8 — i)^smacos6 — cosasinô. 

Ces formules (3) et (.1) sont générales, comme les for- 
mules {i)et (a) d'où on les a déduites. 

88. Vangente de la somme et de la différeuce de dvux arcs. 

Proposons-nous de calculer tg {a-\-b) en fonction de tg« pI 
de tg ô: Ona : 



tg(«+6) = 



sin [a + b) sinacosi + cosfflsin/i 

cos (a -|- ^) "~ ^^^ ** cos b — sin n sin b ' 



ou, en divisant les deux termes du dernier rapport par cosa cos ù , 



SU! a 
irquantque tg a-= , tgô 



ts (<•+*) 



cos a 

.ga + igb 



i—tga\.gb 
Si, dans cette formule, nous changeons b en — b, nous aurons : 

formule donnant la tangente de la différence de deux ai'ca en 
fonction des tangentes de ces arcs. Ces deux formules sont 
d'ailleurs générales, comme les quatre précédentes. 

8g. Sluus et eosinas de In svmine d'un nombre qiielcouqne 
d'arcs eu fonelton des sinus et des cosinus de ces arcs. Les 
formules (i) et (3) permettent d'obtenir le cosinus ot le simis 
de la somme d'un nombre quelconque d'arcs, connaissant les 
sinus et les cosinus de ces arcs. On a, en effet : 

sm(a+Hi;)=sin((û4-ù)+c)~gm(«+È)co3c+cos(a + i)smc 
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ou enfin 




m{a+b + c) = s 


iïi a cosi cos c + aiii ù cos a coso+sin c cosac 


De même 




C03(a+6+e)=c< 


)s((rt+6]+e)=c03{« + 6)co3c-sm(« + fc)si 


= {< 


M>3 n coB i — sinn siai) co3c — (sin n C03 i+ 1 


d'où 




os(a + * + c) = c( 


ïsacosicosc -sinismc r.osn-siiinsiiitw 


On aura de n 


lÉmc : 



4-cos{a+6+c) sin d, 

cos (lï -|- /' -|- c -f rf)= co s ((a-j- '^+1;) + rf) = COB (a + 6 + c) coa (/ 
— sin{a-\'b-{-c)smd, 

et si l'on remplace sin(a + 6+c),cos («4- ^ -1-^) par leurs va- 
leurs données par les formules (7) et (8), on aura les formules 
cherchées; etc. 

On peut ainsi trouver, par des calculs successifs, le sinus et 
le cosinus de la somme d'un nombre quelconque d'arcs; la 
méthode suivie montre que le sinus et le cosinus de la somme 
d'un nombre quelconque d'arcs sont des fonctions entières et 
rationnelles des sinus et des cosinus des différents arcs. 

go. Tnn-jcnte île \a gonime d'un nombre quelconque d'arcs 
en fonction des taugenleg de ces arcs. On a : 






On en déduit : 
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et si on remplace tg{a-\- à-\-c]ça,r sa valeur (9), on aura la va- 
leur de tg (« + 6 -|- c + d). 

On aura de même, par des calculs successifs, la tangente de 
la somme d'un nombre quelconque d'ares, et l'on voit que la 
tangente de la somme d'un nombre quelconque d'arcs s'ex- 
prime on fonction rationnelle des tangentes des différents arcs. 

91. Remarque. Les méthodes précédentes sont peu com- 
modes pour obtenir les formules générales d'addition d'un 
nombre quelconque d'arcs; nous verrons, dans les complé- 
ments, comment, au moyen de la théorie des quantités imagi- 
naires, on peut établir les formules qui donnent le sinus et le 
cosinus de la somme d'un nombre quelconque d'arcs en fonc- 
tion des sinus et des cosinus de ces arcs, la tangente de la 
somme d'un nombre quelconque d'arcs en fonction des tan- 

§ 11. — MLrjTn'LlCATION DES AHCS. 

92. Le problème estJe suivant : Etant données les lignes Iri- 
gonométriques d'un arc, trouver les lignes trigonomélriques 
des multiples de cet arc. 

93. Proposons-nous d'abord de trouver le sinus, le cosinus, 
la tangente du double d'un arc, connaissant les lignes trigono- 
métriques de cet arc. Il suffit, dans les formules d'addition, de 
supposer les arcs égaux entre eux. On a ainsi, en faisant 6=: a, 
dans les formules (1), (3) et (5) du paragraphe précédent : 

(10) 



(la) tg2a = . 



94. il«marque. Les formules (10) et (11) donnent le cosi- 
nus et le sinus du double d'un arc en fonction du sinus et du 
cosinus de cet arc. Il est souvent utile d'exprimer sin aa, 
cos a« en fonction uniquement soit de sin a, soit de cos a. Re- 
marquons qu'entre sin a et cos a existe la relation fondamentale 

sin^a-(-cos2((= r. 
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Il aura, soit 



^ cosa«=cos^« — 



sin aa = asiiirieosffl =±^fima'^i 


-sitfo, 


cos2a==cos^(î — sin^a^acos^a— I 




sin 2ti=2sino;cos(ï =±2eos(îv' 


-cos'o. 



i 

On voit ainsi que cos 2a s'exprime rationnellement en fonc- 
tion soit de sin a, soit de cos a, et que l'on obtient, dans ces 
conditions, pour cos sa, une valeur unique, tandis que, sin a 
ou cos a étant donnés, on obtient pour sin aa deux valeurs 
irrationnelles, égales et de signes contraires. 

g5. Ce résultat est facile à expliquer : Supposons poi' 
exemple que Ton se donne einii; portons sur le diamètre B'B h 
partir de 0, dans le sens convenable, une longueur OQ, égale à 
la valeur absolue du sinus donné {fig. 49), et menons par Q une 
parallèle au diamètre AA', qui 
rencontre en M et en M' le cercle 
trigonométrique ; ain a étant don- 
né, l'arc a est l'un cpielconque 
des arcs qui ont A pour origine 
et qui, sont terminés soit en M, 
soit en M' ; nous devons obtenir 
les sinus et les cosinus des 
doubles de tous ces arcs. Consi- 
dérons d'abord les arcs terminés 
en M; soit AM le plus petit arc 
positif terminé en ce point; le 
double de cet arc, l'origine étant en A, sera terminé en un 
point N, tel que MN = AM. Pour obtenir les autres arcs ter- 
minés en M, il faut augmenter on diminuer successivement 
l'arc AM d'une, deux, trois ... circonférences; les doubles de ces 
arcs s'obtiendront en augmentant ou en diminuant le double 
AN de l'arc AM, successivement de deux, de quatre, de six ... 
circonférences, ce qui nous donnera toujours pour extrémité 
le point N. Ainsi les doubles de tous les arcs terminés en M ont 
leur extrémité en N. 



w.-^ 
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fig. ■ k%. 
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Considérons les arcs tenu i nés en M'; parmi ceux-là -se trouve 
l'arc AM'; or, pour amener un mobile de A en M', on peut 
l'amener de A en A', puis le faire rétrograder d'un arcA'M' 
égal à AM, mais de sens contraire; l'arc AM' est donc égalk 
une demi-circonférence moins l'arc AM; son double vaut um? 
circonférence moins deux fois l'arc AM, c'eat-à-dire une cir- 
conférence moins l'arc AN : l'extrémité de cet arc N' est donc 
symétrique du point N par rapport au diamètre AA'. On voit 
d'ailleurs facilement que les doubles de tous les arcs terminés 
en M'ont leur extrémité en N'. 

Dès lors, les doubles des arcs considérés ayant même ori- 
gine A ont pour extrémités soit N, soit N', points symétriques 
par rapport au diamètre AA' ; ils ont tous même cosinus, ils 
ont des sinus égaux et de signes contraires. 

96. Pour avoir le cosinus, le sinus, la tangente du triple 
d'un arc,, il suffit, dans les formules (i), (3), (5} du paragraphe 
précédent, de faire è=aa. Introduisons d'abord cette hypothèse 
dans la formule (i), nous aurons : 

cos 3a= cos a cos affl — sin a sin ^a 

= (cos* n — sin^ a) cos a — a sin^ « cos a, 

et en remplaçant sin'w par sa valeur 1 — cos^o, 

(i3) cos3a=/, cos'a — 3co30. 

Si dans la formule (3) on fait b =^ aa, on a de môme : 

sin 3m = sin a cosa a -j- cos « sin 2a 

= (cos* a — sin^ a) sin « -|- a sin a cos* a, 

lit en remplaçant cos''iï par i — siuV, 

(i.'i) sin3az=3sinfl — (isin^f. 

Enfin, on aura de même : 

'-° + T^ 

I— tgatgafl atg^fl 
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OU enfin : 

Ces formules montrent que cos 3a s'exprime en fonction 
entière et rationnelle de cos» seulement, que ein 3a s'exprime 
en fonction entière et rationnelle de sin a, enfin que tg Sa s'ex- 
prime en fonction rationnelle de tg a. 

On peut expliquer géométriquement, comme nous l'avons 
fait (gS), pourquoi, cos a étant donné, on trouve pour cos 3a 
une valeur et une seule ; pourquoi, sin o étant donné, on trouve 
pour sin 3a une valeur et une seule ; enfin pourquoi, tg a étant 
donnée, tg 3a a une valeur et une seule. 

97. Si dans les formules (i), (3), (5), on remplace succes- 
sivement à par 3a, 4a, etc., on pourra obtenir le cosinus, le si- 
nus, la tangente d'un multiple quelconque de l'arc a. 

98. Reioarqne. Nous établirons, dans les compléments, 
par une méthode plus commode, les formules qui donnent 
sin ma et cos ma, en fonction de sin a et de cos a, tg ma en 
fonction de tga, métant un nombre entier quelconque. 

i)(). Problème. Étant donnée tg a, calculer sin t.a et cos a». 
On a : 

sin2a=asinacosa = ï tga.cos^a; 
mais (61) 

cos^az^ ' ..; 
r+tg^a 



i+iS^a 



on a donc : 

(iG) fiin-ia^ 

De même : 

cos ïa= cos^ a — sin^ «=008^ a ( i — tg^ a), 
ou enfin : 

Les formules (16) et (17) montrent que sin 2a et cos 
priment en fonction rationnelle de tga. 
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6:t 



II est facile de voir pourquoi à une valeur donnée de iga 
correspond une seule valeur de sin aa et une seule valeur de 
cos aa; on peut se l'expliquer soit géométriquement, soit tri- 
gonométriquement. 

100. Considérons le cercle trlgonométrique {fig. 5o) ; portons 
sur la tangente en A, dans le sens convenable, une longueur 
AT égaie à la valeur absolue de la tangente donnée, tg a. 'fous 
les arcs admettant une tangente égale à tg a, et ayant A pour 
origine, sont terminés en M ou en M', extrémités du diamètre 
qui passe par T ; nous devons 
trouver le sinus et le cosinus des 
doubles de tous ces arcs. 

Soit AM le plus petit arc posi- 
tif terminé en M, et soit N l'extré- 
mité d'un arc AN égal à aAM ; on 
obtient tous les arcs terminés au 
point M, en augmentant ou en 
diminuant l'arc AM d'une, deux, 
trois... circonférences, et par 
suite on obtient les doubles de 
tous ces arcs en augmentant ou 
en diminuant l'arc AN de deux, 
quatre, six. . . circonférences, ce 
qui donne toujours le point N, comme extrémité de tous ces arcs. 

Parmi les arcs terminés en M', se trouve un arc égal h. AM 
augmenté d'une demi-circonférence ; son double est égal à 
aAM ou AN augmenté d'une circonférence, et par suite est ter- 
miné en N ; dès lors les doubles de tous les arcs terminés en 
M' ont leur extrémité en N. On voit donc que tous les arcs 
dont nous devons trouver le sinus et le cosinus, ayant même 
origine A et même extrémité N, n'admettent pour chacune de 
ces deux lignes qu'une seule valeur. 

loi.Onpeut retrouver les résultats précédents au moyen 
des formules. Lorsqu'on se donne tg «, tous les arcs corres- 
pondant à cette_tangente sont compris dans la formule 

» = ;,.+., 

OÙ a est l'un d'eux ci. où /; est un nombre entier quelconque 
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[lûBitif OU iiégalif. Les diiublos de ces arcs seront compris nlaii-i; 

la formule 

et l'on voit que tous ces arcs, différant entre eux d'un multiple 
((uelconque de stc, admettent tous le même sinue, tous le même 
cosinus. Si donc on donne fga, on ne doit trouver pour sin a» 
et cos aa qu'un seul système de vaîeurs. 

loa. Si dans les formules {i6) et (17) on remplace a par -, 



r + lgS- 

I-tgî^ 



I cosa: = — - — — 
\ i + ts^~ 

formules qui permettent d'exprimer le sinus et le cosinus d'un 
arc en fonction rationnelle de la tangente de l'arc moitié ; ces 
formules sont très utiles pour la résolution des problèmes, et 
en particulier pour la résolution de certaines équations trigo- 
nométriques. 

§ 111. — Division des aiics. 

jo3 . Le problème est le suivant : Étant-donné sin a, ou cou a 

ou ta a, calculer sin — ,cos—,ig — , m étant un nombre entier po- 

" m m " m. ' 

sitif quelconque. Ce problème sera traité dans toute sa génér 
ralité dans les compléments ; nous ne considérerons ici que h 
cas où m ^ 2. 





nt cos a, calculer siu - et c< 


DU -. Si dans lu 


relation 


ros2« — cos^a— sin^w 





y Google 



FORMULES DE DIVISION DES ABCS, 
remplace a par-, on a : 



D'autre part, entre sin - et cos -, on a la relation 



En ajoutant, puis en retranchant ces deux relations membre 
à membre, on obtient les deux relations suivantes : 



d'oùl'on déduit : 



En divisant membre à membre ces deux formules, on en 
déduit : 




K'^^~ 



io5. !1 est facile d'expliquer pourquoi on trouve deux valeurs 

égales et de signes contraires pour coa - calculé en fonction 

de cos a. Supposons, pour fixer les idées, que le cosinus donné 
soit positif, et prenons OP = cos a [fig. 5() ; l'arc a n'est pas 
déterminé; c'est l'un quelconque des arcs qui ont le point 
A pour origine, et se terminent soit en M, soit en M', les points M 
et M' étant sur la perpendiculaire menée par le point P au dia- 
Cours de trigonométrie, S 
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mètre AA'. Quand on cherche cas - en fonction de cos a, on doit 

trouver les cosinus des moitiés de tous les arcs terminés en M et 
des moitiés de tous les arcs terminés en M'. Soit AM le plus petit 
arc positif terminé en M, et soit N le milieu de cet arc ; on ob- 
tient tous les arcs terminés au pointM en augmentant ou en dimi- 
nuant Tare AM d'une, deux, trois.... circonférences, et, par con- 
séquent, on obtient les moitiés de tous ces arcs en augmentant ou 
en diminuant l'arc AN d'une, deux, 

^ fH trois demi-circonférences. Or, 

si l'on augmente ou si l'on dimi- 
nue l'arc ANd'une, deux, trois 

demi-circonférences , l'extrémité 
de l'arc vient se placer successive- 
ment au point N„ point diamé- 
tralement opposé au point N, puis 
au point N, puis au point N„ et 
ainsi de suite. Les moitiés des arcs 
terminés en M sont donc les arcs 
terminés en N, et les arcs terminés 
en Nj. Soit, de même, N' le milieu 
de TcLTC AM', et soit NJ le pomt diamétralement opposé au point 
N'; les moitiés des aies termmPi en M' sont les arcs terminés 
en N' et les arcs termmes en N| On doit donc trouver, pour 

cos -, les cosinus de tous les arcs terminés soit en N, soit en 
N,, soit en N', soit en NJ. Les arcs terminés en N et les arcs 
terminés en N' ont évidemment même cosinus OQ ; les arcs 
terminés en N, et les arcs terminés en NJ ont même cosinus 
— OQ' ou — OQ. 

On doit de même trouver pour sin - calculé en fonction de 

cos a, les sinus des moitiés des arcs terminés soit en M, soit 
en M', c'est-à-dire les sinus des arcs terminés soit enN, soit en 
N', soit en Ni, soit en NJ, Les arcs terminés en N et les arcs 
terminés en N[ ont leur sinus égal à OH ; les arcs terminés en 
N' et les arcs terminés en N, ont leur sinus égal à — OH' ou 
k — OE. 




Fig. 5,. 
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On explique de même pourquoi on obtient deux valeurs 

égales et de signes contraires pour tg - calculée en fonction 

de cos a. 

io6. On peut retrouver, au moyen des formules, les résul- 
tats précédents : pour cela, remarquons que, cosa étant donné, 
les arcs correspondant fi ce cosinus sont compris dans la for- 
mule a ^ a^Tu ±: as, a étant l'un quelconque d'entre eux. Nous 
devons donc trouver les sinus et les cosinus des moitiés de tous 
ces arcs, c'est-à-dire les sinus et les cosinus des arcs compris 

dans !a formule - = ftir ± -- 

Considérons d'abord le cas du sinus ; nous aurons, aik est 
pair: 

et si A est impair : 

sin-=sin[ Tu±-j =:::+:sin-, 

c'est-à-dire pour sin - deux valeurs égales et de signes con- 
traires. 
Dans le cas du cosinus, nous aurons, si k est pair : 

COS-^COSl dr- ) =::COS--, 

et, si /; est impair : 



ps-=;cosf it±-j^ — cosj=b-| = 



c'est-à-dire pour cos - deux valeurs égales et de signes con- 
traires. 

107, Remarque. Si, en se donnant cos a, on se donne en 

même temps l'arc a, l'arc -étant connu, le sinus et le cosinus 
dei'arc— sont complètement définis; il faut donc, dans les 
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formules (i), choisir dans les seconds membres le signe conve- 
nable.; il suffit, pour cela, de chercher dans quel quadrant 

tombe l'extrémité de l'arc -; on en conclura immédiatement le 

signe du sinus, le signe du cosinus, et par suite le signe qu'il 
faut choisir devantle radical dans chacune des formules (i). 

io3. Conuaigsunt sin a, calculer siu - eteos -. ^i dans la 

formule 



nous remplaçons a par-, nous aurons : 

2 sin -ces -résina; 
on a d'ailleurs la relation ; 

■ o" I 5" 

sin-^-4- cos^-= j. 

On en déduit, en ajoutant, puis en retranchant ces relations 
membre à membre : 



/■ a a\ 

( sin--f- cos- 1 



-cos- :^ I — sma 



ou, en extrayant les racines C 

1 sin - + cos -- ^ ± \/ 1 + sin a 

(*) l l 

[ sin cos- = ±Vi — sina. 



d'où enfin : 



j sin-^- ±\/i+sina±v> — sino 
/ cos-=- zhyi+sinarpV': — sina j- 
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Dans les deux formules les signes se correspondent de telle 
sorte que, devant un même radical, on doit prendre simultané- 
ment les signes supérieurs, simultanément les signes inférieurs ; 

on obtient ainsi quatre systèmes de valeurs pour sin - et cos -. . 

109. On explique facilement pourquoi l'on trouve ainsi 
pour sin-, ainsi que pour cos-, en fonction de sin a, 
quatre valetirs deux à deux égales et de signes contraires, et 
pourquoi les valeurs de cos - sont, dans un autre ordre, les 

mêmes que les valeurs de sin—. 

Supposons, pour fixer les idées, le sinus donné positif, et 
soitsina = OH (;îy. Sa) ; l'arc « n'est pas déterminé, c'estl'un 
quelconque des arcs qui ont le 
point A pour origine, et se ter- 
minent soit en M, soit en H', les 
points M et M' étant les extrémi- 
tés de la corde parallèle an dia- 
mètre AA' menée par le point H. 

Quand on cherche sin - en fonc- 
tion de sin «, on doit trouver les 
sinus des moitiés de tous les arcs 
terminés en M et des moitiés de 
tous les arcs terminés en M'. Soit 
AMlepluspetitarcpositifterminéenM, etsoit Hlemilieu de cet 
arc ; d'après ce que nous avons dit précédemment, les moitiés dés 
arcs terminés en M sont les arcs terminés les uns en N, les autres 
au point diamétralement opposé N, . De même, soit N' l'extrémité 
de la moitié du plus petit arc positif terminé en M', les moitiés des 
arcs terminés en M' sont les arcs terminés les uns en N', les autres 
au point diamétralement opposé Hj. On doit donc trouver pour 

sin - les sinus des arcs qui, ayantle point A pour .origine, sont 

terminés soit en N, soit en N', soit en N„ soit en NJ. Or, les arcs 
terminés en NetlesarcB terminés en Nj ont des sinus égaux et de 




Kg. Si. 
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signes contraires, savoir + PN, et — PN; les arcs terminés enN' 

et les arcs terminés en NJ ont aussi des sinus égaux et de signes 

contraires, savoir -|- FN' et — P'N', Donc on a pour ein- en 
fonction de sin a quatre valeurs: 

+ PN, — PN, +P'N', —P'N', 
valeurs qui sont deux à deux égales et de signes contraires. 
On doit de même trouver pour cos - en fonction de sin a les 

cosinus des moiliés des arcs terminés soit en M, soit en M', 
c'est-à-dire les cosinus des arcs terminés soit en N, soit en N', 
soit en Nj, soit en NJ.Les arcs terminés les uns enN, les autres 
au point diamétralement opposé N,, ont pour cosinus les uns 
-f- OP, les autres — OP ; de même, les arcs terminés les uns en 
N', les autres au point diamétralement opposé Nf, ont pour 
cosinus, les uns + OP', les autres — OP'. Donc on a pour 

cos - en fonction de sin a quatre valeurs : 

-l-OP, — OP, +0P', — OP', 
valeurs qui sont deux à deux égales et de signes contraires. 

Enfin, les quatre valeurs de cos - en fonction de sin a sont 
les mêmes que les quatre valeurs de sin - en fonction de sin a. 

En effet, si nous désignons par a le plus petit arc positif ter- 
miné en M, le plus petit arc positif terminé en M' est tt — a; le 

plus petit arc positif terminé en N est -, et le plus petit arc po- 
sitif terminé en N' est . Le sinus des arcs terminés en Nest 

donc égal au cosinus des arcs terminés en N', et les quatre va- 
leurs des sinus : 

4-PN, — PN, +P'N', —P'N', 
sont égales aux quatre valeurs du cosinus : 

+ 0P', — OP', +0P, —OP. 
iio. On peut retrouver, au moyen des formules, les résultats 
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précédents. Sina étant donné, les arcs correspondant h ce 
sinua sont compris dans les deux formules 

« étant l'un quelconque d'entre eux; les moitiés seront com- 
prises dans les formules 

kTt-\--, h:-\ 

Tous ces arcs ont les mêmes extrémités que les arcs 

j, " + ;. ;-;, » + ^-î. 

obtenus en donnant à k dans les formules précédentes succes- 
sivement les valeurs » et i. Nous devons donc trouver, pour 

sin ~ , quatre valeurs, et quatre valeurs seulement : 



.(-+3 =- 



ces valeurs, comme on le voit, sont deux k deux égales et de 
signes contraires. 

Nous devons de même trouver, pour cos-, quatre valeurs, 
et quatre valeurs seulement : 

i' cos - 



coa U -\- -\ 

COSi ; 1 

cosItt-J 
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on voit que ces valeurs sont deux à. deux égales et de signes 

contraires, et de plus que les quatre valeurs de cos - sont 

égales aux quatre valeurs de sin - rangées dans un ordre con- 
venable. 

1 1 r. Remarque. Si l'on veut appliquer les formules (A) pour 
calculer le einus et le cosinus de la moitié d'un arc donné a, 

en fonction du sinus de cet arc, il est clair que l'arc -étant 

parfaitement détermim', le sinus et le cosinus de cet arc 
admettent chacun une seule valeur ; il faut donc choisir, parmi 
les quatre valeurs données par les formules précédentes pour 

sin- et pour cos-, celles qui conviennent à la question. On y 

arrive aisément en se reportant aux formules (A) 

!sin--|-cos- = di\/i -|-sina 
l l ' ^— 

D'après la grandeur de l'arc donné a, et par suite de l'arc - , 
on détermine à priori \es signes des quantités 



et, par suite, les signes qu'il faut prendre devant les radicaux 
dans les formules (A) ; on en déduit sans aucune ambiguïté la 

valeur de sin - et celle de cos -. 

Tia. Exemplea. i" Soit « = -. Ou a-= — ; le sinus et le cosi- 
nus de— sont positifs ; de plus, l'arc — étant moindre que-, 
le sinus est moindre que le cosinus. Donc, sin — |- cos — est 
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posiLif, tandis t|ue siii — — cos — est négatif; on a rlonc : 






et on en déduit : 



•^'^-^^S/^ 
"'i^-=:[\/'+™i+\/'-™i]- 



a" Soit encore a^= — . On a - ^= - ; le sinus et le cosinus de 

r- sont positifs, et l'are étant plus grand que -, le sinus est 
plus grand que le cosinus; donc on a 



sin^4-Cos^=: + \/i + sin~ 

""•5=-:[\/^+^+v/-™? 



[i3. Coniiuisiaut tgù, culcnler Ig: — 

Si, dans la formule 
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on remplace a par -, on a : 



ou bien, en metlant celle équation sous forme enlitre, et en 
ordonnant par rapport à tg-, on a l'équation du second 



tg(ttg2-4-2tg — 



On peut remarquer que celte équation admet toujours 
racines réelles, dont le produit est — i . Ces racines sont 



'±Vi + tg^«. 



. Il est facile d'expliquer à priori pourquoi l'on a pour tg - 

deux valeurs et deux valeurs dont 
le produit est ■ — i. En effet, 
soit AT la tangente donnée sup- 
posée positive [fig. S3) ; l'arc a 
n'est pas déterminé; c'est l'un 
quelconque des arcs qui, ayant 
le point A pour origine, sont ter- 
minés soit à l'une, soit à l'autre 
des extrémités M et M' du dia- 
mètre qui passe par le point T. 

Quand on cherche tg - en fonc- 
tion de tg a, on doit trouver les 
tangentes des moitiés des arcs 1er 
minés en M et des moitiés des arcs 
terminés en M'. Soit N le milieu 
de l'arc AM, et soit Nj le point 
diamétralement opposé au point N; les moitiés des arcs termi- 




Fig. S3, 
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nés en M sont terminées en N ou en N, . Soit N' le milieu de î'arc 
AM', et soit 1^1 le point diamétralement opposé au point N' ; les 
moitiés desarcsterminés en M'sont terminées ou en N' ou en NV 

On obtient donc, pour tg -, les tangentes de tous les ares termi- 
nés en N, en N,, en N' et en N',. Remarquons que les points N 
et N' étant situés forcément de parLet d'autre du diamètre BB', et 
les arcs AN et AN' étant moindres que tc, les extrémités R et R' 
des tangentes de ces arcs sont de part et d'autre du point A ; leUfrs 
tangentes sont donc de signes contraires. Les arcs terminés en 
N ou en N[ ont même tangente AR ; les arcs terminés en N' ou 
en N', ont même tangente — AH'. D'ailleurs, l'arc AN' étant égal 

à AN -j- - , l'angle ROR' est droit, et dans le triangle ROR' on a 

ARxAR' = ÔÂ^=i, 
et, par conséquent, 

ARX(— AR') = ~i. 
1 15. Les mêmes propriétés se retrouvent au moyen des for- 
mules. En effet, tga étant donnée, les arcs correspondants sont 
compris dans la formule Jt u -|- a, « étant l'un quelconque d'entre 

eux; leurs moitiés sont comprises dans la formule f- -■ 

Comme tous les arcs qui diffèrent d'un multiple quelconque 
de it ont la même tangente, tous ces arcs ont les mêmes tan- 
gentes que les arcs 



obtenus en donnant à k dans les formules précédentes succes- 
sivement les valeurs o et i. Nous devons donc trouver pour 

tg - les deux seules valeurs distinctes 

c'est-à-dire deux valeurs, et deux valeurs telles que leur produit 
est égal k — i, puisque l'on a tg-. cot-= r. 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE HI 

I. Exprimer cot [a-\-b) et col (a — -b) en foncllon de col a et de 
cot b. 
'i. Démonirer les formules 

sin'a-.sin=ir^sm(n + 6)sm(a-6), 
cos^a+cos'6 — I ^cos (a + b) ces {a~b). 

3. Démontrer les formules 

,ina.m(S-o) + ,m6!m(o_o) + >ino.i,i(o-i)=o. 
co.<.sm(6-o) + co.S.m(.-.) + c!o>o»in(«~i,) = o. 

4. Démontrer les formules 



no + sm6 + smG-sin(o + s+e) = 4si 
,s„ + eos6 + eo!C+oo.(o+6 + c)=4e< 



lBO+lgS+lgc-lg<i(gSlgt. 



sm(. + i + .l 



et examiner ce que deviennept ces trois formules, quand on suppose 

«+6+0=-. 

5. Démontrer la formule 
Iga Igt Igt tge Ige lgri_ aiin(»-Msin(t-e)sm(e-a) 
tgS tga^lge tgS^lgo Igt siniosinaésioïc 

(>. Démontrer les relations 
ces 6 cosc sin(6 — c) + cosc ces a sin{r — o) + cosa cosi sin(a — 6) 
= sinSsiiie.in(6-e) + sinesin<,sin(e-a) + sinosmSsm(a_S,, 

sin(6+olsm(i-e)+sin(e+<.)!in(c-a)+!in(«+6)im(„-S)=o. 
7. Démoiilrer qua, si w, p et 6 sont trois angles tels que l'on ait 

on a 
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8. Les angles a, b, e salisfaisaut à ia relation a-\-b-{-c=-^, dé- 
mon Irer les relations 

3iQiasina6+sinii6sinac+si,i2.™2a=sin«Ein(-.c-.) 

+sin6sin(a«-6) + si,icsin(.6-.), 

cos2a cos2 6-[-cosa6 cosac+cosac cosaa^cosa cos(2c— a) 

+ cos&cos(2a— 6)+cosccos(2 6 — c), 

y. Démontrer les formules 

4cos3nsiLi'u + 4siii3ncos3a = 3si]i4H. 
10. Sachant que l'on a 



calculer tg— en fonction de tg-- 

1 1. Calculer, par la méthode de substitution, les valeurs de si 
de cos-> [ournies par les deux équations : 



et démontrer que les valeurs ainsi obtenues sont équivalentes aux 
formules établies au n" io8. 

11. Exprimer cos - en fonction de cos a, et démontrer Irigonomé- 

triquemenl et géométriquement que l'on doit trouver pour cos - qua- 
tre valeurs en fonction de cos a. 

i3. Calculer tg - connaissant, soit sin a, soit cos a, soit sin a et 

cos a; expliquer pourquoi l'on doit trouver pour tg -, dans les 
deux premiers cas deux valeurs, dans le dernier cas une seule va- 
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14. Démontrer les formules 

^=arc tg^+arctg'; 

^=arolgi + arclgi + .rolBi, 

^=„elei + 2.rot8i. 

i5. Sachant que tga el lg& sont les deux racines de l'équalion 
i^ ■^pii!-{-q^:^o, calculer, en fonction de p et de q, la valeur de 

,i„.(a + 6) + p,l„(„ + t)eo,(« + i) + ,c„,.(a + S). 

(Baccalauréal, Paris.] 

16. Sachant que l'angle b est déterminé par l'équation 

Btg5i,-}-(A— C)Lg«— B=o, 
calculer, en fonctioa de A, B et C, les quantités 

A't=Acos2a + ?.Bsin«cosû;+Gsin'a 
C' = Asm»« — al)sinacos«4-Geos'«. 

17. Étant donnée l'équation 

former l'équation du second degré qui a pour racines les carrés 
des racines de l'équation proposée, et résoudre l'équation obtenue. 
[Concours général, 186o.J 

18. Vérifier la relation 

tgj:'=:COt.r — acota.r, 

et en déduire une formule donnant !a somme 

tg.r+l|g'^ + il6:^+ +~i%§-,- 
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TABLES TltlGONOMÉTBIQUES. 



ii6. Pour faire usage des lignes trjgonométriques, il faut 
pouvoir, un arc étant donné, déterminer ses lignes trigononié- 
triques, et réciproquement, une ligne tri gono métrique étant 
donnée, détenniner les arcs qui correspondent à cette ligne. Il 
n'existe aucune formule qui permette de résoudre ce problème à 
l'aide d'un nombre limité d'opérations élémentaires, aussi a-t-on 
dû construire des tables où sontinscrites les valeurs des lignes 
trjgonométriques de certains arcs convenablement choisis. 
Ces tables contiennent les lignes trigonom étriqués des arcs de 
lo" en lo", depuis o° jusqu'à 90° ; il est inutile d'y introduire 
des arcs négatifs et des arcs supérieurs à yo", parce qu'à un 
arc quelconque correspond un arc compris entre (i° et 90° qui, 
aux signes près, a les mêmes lignes trigonométriques. Pour les 
arcs Intermédiaires, on calcule approximativement leurs lignes 
trigonométriques par l'emploi des parties proportionnelles, 
comme on le fait pour les logarithmes des nombres non com- 
pris dans les tables. Nous allons expliquer comment on pourrait 
calculer les lignes trigonométriques des arcs de 10" en 10" de 
0° à <,i>°. 



- Principes relatifs a la coksteucteon des tables 
trigonométriques. 



117. Théorème, f/n arc AM, positif et moindre que-, est 

compris entre son sinus et sa tangente. 
Menons la corde MM' perpendiculaire au diamètre OA, et 
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menons les tangentes au cercle aux points M et M' (fig. 54) ; ces 
tangentes rencontrent le diamètre AA' en un même point S. 
L'arcconvexe MAM' est évidemment plus grand que la corde MM', 
etplus petit que la ligne brisée MSM' qui l'enveloppe. On a donc: 

MPM' < arc MAM' < MS + M'S, 

ou en divisant par a : 

MP<arcAM<MS, 

c'est-à-dire que l'arc AM 
est compris entre son si- 
nus MP et sa tangente MS. 
En désignant par a: un 
arc quelconque, positif et 

moindre que -, on a donc 




1 18. Si l'on divise ces trois quantités par sin^qui est positif, 
les quotients sont rangés dans le même ordre de grandeur, et 
l'on a : 



Si l'arc x diminue et tend vers o, cos x tend vers i , et par 
conséquent lorsque Varc tend vers o, le rapport de l'arc au sinus 
de cet arc tend vers l'unité. 

119. 11 suit de là que, lorsque l'arc est très petit, il diffère 
peu de son sinus, et par suite, qu ion peut prendre l'arc lui- 
même pour une valeur approchée de son sinus. — Le théorème 
qui suit donne d'ailleurs une limite de l'erreur commise en opé- 



', positif et moindre que - 



est compris entre x 1 
On a, en effet : 
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OU, en multipliant de part et d'autre par 2C0S^ -, 

xcos''- < asin— cos-, 

et, en remplaçant a sin-cos- par sin x, cos^- par i — sin"- , 

:c| i — sinî- j<sina;. 

Si, lians cette Inégalité, on remplace sin - par une quantité 

plus grande - , on diminue le premier membre et l'on ii, h. for- 
tiori ; 

X ( I — ^ j < sin a:, 

X <sina^. 

Comme d'ailleurs x est plus grand que sin 37, on a bien : 

X — ■ — <sina; <«. 

Il suit de là que si l'on prend pour le sinus d'un arc x^ posi- 
tif et moindre que -, l'arc lui-même, on commet une erreur 

moindre que — . 

lîi. Théorème. Le cosinus d'un arc x, positif et moindre 

que-, est compris entre i et 1 1 — -. 

En effet, on a : 

cos 37 = cûs^ '■ sin^ - ; 

Cours Je trigonométrie. 6 
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ou, en remplaçant cos^- par i — sin^ -, 

(i) cosa;^^ 1 — asin^-. 

Or, d'après le théorème précédent, on a 

- — 7-<sio-<^- 

Si, dans le second memltre delà relation (i), on remplace 
sin- par la quantité plus grande-, on diminue ce second 
membre ; et, par conséquent, on a : 



Si, au contraire, on remplace, dans le second membre de 
l'équation (i), sin- par la quantité plus petite — , on aug- 
mente le second membre, ot, par conséquent, on a: 



3^2' 
et, à plus forte raison, 

cosj:<[— 1- -,. 

On a donc, en réunissant ces deux inégalités : 
j.i x'^ x" 

11 suit de là que si l'on prend i pour la valeur du cosi- 
nus d'un arc x positif et moindre que - , on commet une erreur 

plus petite que-^. 

cîi. Les deux théorèmes suivants permettent de resserrer 
; les limites qui comprennent sin x et cos x. 
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I aï. Théorème. La sinus d'un arv, x, positif et moindre que - , 

est compris entre a: et x -, 

Dans la formule qui donne sin3« en fonction de sin a, 
sin 3 a = 3 sin a — /j sin^ a, 

remplaçons o, par- ; nous aurons : 

sin3;=3 sin- — 4 fin*- ; 
mais sin - est plus petit que— ; si donc dans le second membre 
de l'égalité précédente on remplace sin* - par f - j qui est plus 
grand, on diminue le second membre et on a : 
■ina,>3«„|-4.i 
Dans cette inégalité, remplaçons a; successivement par 
X, -, ... T^TTi; "O'JS aurons les n inégalités : 

Isin3;>3sin|-4^ 
sin|>3sinj-4j 
X , X x" 



\ "3ir-.>s«i"î:-45r.- 

Ajoutons membre à membre ces inégalités, après les avoir 
multipliées respectivement par i, 3, 3^... 3"-'; nous aurons, 
en supprimant de part et d'autre les termes qui se détruisent : 

(,) ,i„a,>3-si„i-,«.[i + j + ^+ +^]. 

La quantité entre crochets estla somme des termes d'une pro- 
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gressioii géométrique décroissante dont la raison est r^, et si 
n croit indéfiniment, cette quantité entre crochets tend vers 



— . Donc le second terme du deuxième membre 



si n croît indéliniment, — tendant vers ïéro, le rapport 

sin — 

— — — du sinus à l'arc tend vers i, et l'expression considérée 

tend vers x. Ainsi, si n croît indéfiniment, l'inégalité (i) qui 
est vérifiée, quelque grand que soit n, donne : 

smx>x——. 

On a d'ailleurs x> sin x; on a donc la double inégalité 

^ - 
W ^__<„n:.<x, 

qu'il s'agissait de démontrer. 

12',. Vbèarkme. Le cosinus d'un arc x, positif el moindre que 

- , est compris entre i et i — — -j . 

On a, en effet : 

cos^^cûs^ sin^-, 

ou, en remplaçant cos*-par i — sin^-, 
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(3) dis X=i — 2 sill^-- 

Or, d'après le Ihéoréme précédent, on a la double inégalité 

- — 7jr<sin-<-- 
a /,» a .2 

Si, dans le second membre de la relation (3), on remplace 

sin- par la quantité plus grande-, on diminue ce second 

membre, et par conséquent on a : 

COS^> I 

Si, au contraire, on remplace, dans le second membre de 
cette même relation (3), sin - par la quantité plus petite 

— — -— , on augmente ce second mombre, et par conséquent 



ou 

cos^< ' — 7 + ~ — 7g^> 
et, à plus forte raison, 

cosœ< I \-—- 

On a donc, en réunissant ces deux inégalités : 

(/,) i_^<cosa:<i— — + ^. 

x^ 
Il résulte de là que, si l'on prend i — — pour la valeur du 

cosinu3"d'un arc x positif et moindre que -, on commet une 

erreur plus petite que—;. 

laS. Appliquons les deux premiers théorèmes (n°' lao et lar) 
au calcul du sinus et du cosinus d'un arc de lo". 
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Dans un cercle de rayon i, la longueur d'un arc de i 
est — -; par conséquent, la longueur d'un arc de lo" est 



plus une fraction moindre que ~. 

Pour obtenir sin 10°, il faudrait de la valeur exacte de l'arc 

de 10° retrancher une quantité moindre que . Or, 

4 

et, h plus forte raison, moindre que — -, ou moindre qu'une 
demi-unité du treizième ordre décimal. Donc, si l'on prend 
pour sin 10" la valeur 

o,oooo48/,8j368i 
on commet une erreur moindre que la différence des deux er- 
reurs précédentes et par suite moindre que ^, c'est-à-dire 

une erreur qui ne peut porter que sur la quatorzième décimale. 
Pour obtenir cos 10" nous prendrons la valeur approchée 

par défaut i . L'erreur ainsi commise sur le cosi- 
nus sera moindre que — (arc 10")', et, par conséquent, moindre 
que — 7- ou que - ■ — ^; mais d'autre part : 

[arc 10"^ = 0,000000001 35o 4,i3 oSa 8 

plus une fraction moindre que ^; on a par suite : 

(arc 107 _ „,..,_...«, 
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h moins de tt par excès ; si donc ]'im prend pour cos lo" 

!a valeur approchée 

cos io" = 0,999 999998 8a ',778 473 
on commet une erreur moindre que la diiTérence des erreurs 
précédentes, par suite moindre que - . — —, c'est-à-dire une 

erreur qui ne peut porter que sur la dix-neuvième décimale. 
ia6. Calcul des sinus et des cusinus des ares de 10 

«Il 10". Nous avons vu que 

{ sin{a + *) = sinttCosS-fcosasin6 
j sin (a — b)=: sin a cos b — cos q sin & ; 

on en déduit en ajoutant : 

(,) sin{a-f È) + sin(a~6) = 2sinacos6. 

De même, des deux formules 

[ cos(a-|-6)^cosacosfi — sinfisjnè 
/ cos [0 — b)=z cos fl cos i -|- sin a sin S, 

on déduit, par addition : 
(2) cos {a-\-f>)-\- cos [a — 6) = a cos a cos 6. 

Supposons dans ces formules ô égal h lo", et remplaçons a 
par mio"; les formules (i) et (2) deviennent : 

j sin(m+Oio'' + sin{m-i).o"=aÊinmio"cos.o" 
j cos(m-|- i) 10" 4- cos (m — 1) 10"= 2 cos m 10" cos lo", 



( cos()n-|- i)io"^acos io".cosmio° — cos(m — 1)10°. 

Ces formules donneront sin(m4-') 10" et cos (»!+ 'o'. 
si l'on connaît sinmio", sin {m— i) i«',cos mio", cos (m— i) 10" 
et cos 10". Or si on donne à m successivement les valeurs en- 
tières I, a, 3..., comme on connaJt sin 10° et cos 10°, les for- 
mules (3) permettront de calculer sin 20", cos 20"; sin îo", 
cos 3o"; sin .'lo", cos So", etc. 
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Remarquons qu'k chaque fois nous devrons multiplier le si- 
nus et le cosinus précédents par a cos lo" ; or cos lo" est très 
voisin de i , comme on l'a vu : 



=«.999999998824 778 '173 ■■ 



2 cos 10" est très voisin de 2, et les chiffres, après la virgule, 
contiendront un certain nombre de 9; par suite cette multipli- 
cation sera longue et pénible. 

Pour éviter ces longs calculs, et pour obtenir plus rapide- 
ment les sinus et les cosinus cherchés, posons : 

■icos io" = 2 — A; 

k est une quantité connue très petite, o, 000000002 35o4..., 
et la multiplication par k se fera très simplement, Les for- 
mules (3) deviennent alors : 

( sin(m-|- t) io''=^(a^ A)sinmio" — sin(ni — i) 10° 
I cosfm-j- 1) io'':=(a — /c)cosmio'' — cûs(m — 1) 10' 

ou encore 

tsin(m-|-i)io''' — sinmTo"=sinniio"— sin(!«— 1)10" — Asinmro" 
lcos{m-["')'o'' — cosmio''^osmio'' — cos(»i— i)io° — Acosmin". 

Ces formules (4) sont dues à. Thomas Simpson, et elles mon- 
trent : 

1" Que la différence entre deux sinus consécutifs s'obtient en 
retranchant de la différence des deux sinus précédents le pro- 
duit par k du sinus précédent; 

2" Que la différence entre deux cosinus consécutifs s'obtient 
en retranchant de la différence des deux cosinus précédents 
le produit par k du cosinus précédent. 

Si dans ces formules (4) on donne k m les valeurs entières 
successives 1,2,3, ..., on obtient les formules suivantes : 

sin 20° — sin 1 o" = sin 1 n° — k sin i o" 
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-sin 3o' = sin !îo° — siii ao" — ksia îo" 
— cos So" = cos 3o" — cos ao" — k cos 30° 



qui permettent de calculer de proche en proche les sinus et les 
cosinus des arcs de io"en lo". 

On s'arrêtera à l'arc de 45°, car (e sinus d'un arc plus grand 
que 45° est le cosinus d'un arc plus petit que 45°, et récipro- 
quement. La table des sinus et des cosinus étant formée, on 
peut en déduire une table des tangentes et des cotangentes. 

127. On simplifie les calculs à partir de 3o'. En effet, le si- 
nus de 30° est la moitié de la corde d'un arc de 60° dans une 
circonférence de rayon r, c'est-à-dire la moitié du côté d'un 



hexagone régulier inscrit ; on aura donc sin So" = 

sin (3o° + a) + sin {io" — a)= a sin So" cos a = 
cos (,^0° -f- a) — cos (30° — a):^ — 2sin3o°sLn a~ 

d'où 

1 sinlSo^-f '!) — cosa — sin(3o° — a) 
} cos(3o''-i-a)^cos(3«'> — a)— sina. 



; dès lors: 



Remplaçons dans ces formules a pi 

(5) 



, nous aurons : 



COfi (3o° -|- wii o") = cos (30° — 5 



,in(3„--»i,o' 
110") — sinwnc 



dans ces formules (5), en donnant à m successivement les va- 
leurs entières r, 2, 3, ..., nous pourrons calculer les sinus et 
les cosinus des arcs de 10" en 10" à partir de 3o", jusqu'à 45", 
si nous avons déjà formé la table des sinus et des cosinus des 
arcs de 10" en 10" depuis o" jusqu'à 30°. 

ia8. Calcul direct des BinnB et des cosinus de certaius 
arcs. Si l'on calculait réellement les sinus et les cosinus des arcs 
de 10" en 10", parle procédé que nous venons d'expliquer, une 
erreur faite dans le cours des opérations rendrait inexacts tous 
les résultats subséquents. Il importe donc d'établir directement 
les sinus et les cosinus de certains arcs, afin d'avoir des points 
de repère qui permettent de vérifier l'exactitude des calculs qui 
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ont été faits, et d'évaluer avec quelle approximation les résul- 
tats ont été obtenus. 
On reconnaît immédiatement sur la figure que 



On vient de voir que sin So" = - , On en conclut que 

On a établi [Cours de géométrie élémentaire, n" 356) que le 
côté d'un décagone régulier convexe, inscrit dans un cercle de 

rayon i, est égala- {\/s — i). Or, l'arc sous-tendu par ce côté 
étant un arc de 36", la moitié du côté de ce décagone régulier 
inscrit est le sinus de i8". On a donc : 

siniS-z^MVi-i). 
4 
On en déduit : 



--s/'~^-^^^ 



On pourrait encore, connaissant cosiS", calculer siny" et 
eos 9", en employantles formules 

■ « . /i— cosn a . /i-f-cosa 

'"»:=V — ; — . "":=\/—, — 

Puis, connaissant les sinus et les cosinus des arcs de 9" et 
de 18°, on calculerait, de proche en proche, les sinus et les co- 
sinus des arcs de 9° en 9°. 

129. Tables des logarithmes tles llg^nes trlg^iiométrlqnes. 

La plupart des calculatrigonométriques se font par logarithmes; 
c'est pourquoi dans les tables, au lieu des lignes trigonomé- 
triques, on inscrit les logarithmes de ces lignes. On comprend 
qu'avec une table des sinus et des cosinus des arcs de 10" en n>" 
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de o" à 90", il serait facile de former une table des logarithmes 
des sinus et des cosinus des mêmes arcs. D'ailleurs, avec cette 
demiôre table, on formerait facilement la table des logarithmes 
des tangentes et des cotangentes des mêmes arcs ; car des for- 
mules 

sin ^ cosie 
lgx=: , cotie= 



log tg« = log sin« — logcosic 
et 

logcota:=^logcos3: — log s'mx. 

Mais les logarithmes des hgnes trigonométriques des arcs 
de 10° en 10" ont été calculés par dés procédés beaucoup plus 
expéditifs, que nous ne pouvons pas exposer ici. 

g 11. — DiSI'OSITION ET USAGE DES TABLES. 

i3o. Dispositiou des tables. Les tables de Callet, de Du- 
puis, de SchrÔn, contiennent les logarithmes des sinus et des 
cosinus, des tangentes et des cotangentes des arcs de 10" en lo', 
depuis 0° jusqu'à 90°. De 0° à ,',5°, le nombre des degrés est mar- 
qué en haut de la page, le nombre des minutes dans la première 
colonne à gauche, le nombre des dizaines de secondes dans la 
colonne suivante ; les logarithmes des sinus sont inscrits dans 
la colonne intitulée sinus, les logarithmes des cosinus dans la 
colonne intitulée cosinus; il en est de même pour les logarithmes 
des tangentes et des cotangentes. La lecture se fait de haut en 
bas. De 45" h 90°, la table revient en quelque sOrte sur elle- 
même ; le sinus d'un arc plus petit que 45' est le cosinus d'un 
arc plus grand que 45°, la tangente d'un arc plus petit que 45" 
est la cotangente d'un arc plus grand que 45", et réciproque- 
ment. Le nombre des degrés est inscrit en bas de la page, le 
nombre des minutes dans la dernière colonne ii droite, le nombre 
des dizaines de secondes dans la colonne qui précède ; la colonne 
des sinus devient celle des cosinus, la colonne des tangentes de- 
vient celle des cotangentes, et réciproquement. La lecture se 
fait de bas en haut. 
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i3i. Les sinus et les cosinus des arcs de o" à. 90°, les tan- 
gentes des arcs deo° àiiS", lescotangentesdes arcs de.'|5°à90°, 
étant moindres que l'unité, ont des logarithmes négatifs. A ces 
logarithmes entièrement négatifs on substitue, ainsi qu'il a été 
expliqué en algèbre, des logarithmes dont la partie décimale 
est positive, et dont la partie entière, ou caractéristique, est 
seule négative. Dans les tables de Callet et dans celles de Schr3n, 
pour éviter ces caractéristiques négatives, on a augmenté tous 
ces logarithmes de 10 unités. Cette addition n'était nullement 
nécessaire, et, dans la pratique, on devra toujours rétablir le 
logarithme exact. Pour cela, on retranche 10 unités de la carac- 
téristique du logarithme inscrit dans la table, pour le sinus ou le 
cosinus d'un arc quelconque, pour la tangente d'un arc moindre 
que 45°, et pour la cotangente d'un arc plus grand que 45°. Les 
logarithmes des tangentes des arcs plus grands que 45°, et des 
cotangentes des arcs moindres que 45°, sont inscrits exactement 
dans les tables. Dans les tables de Dupuis, les logarithmes des 
lignes trigonométriques sont inscrits avec leurs caractéris- 
tiques exactes. 

i3a. On voit de plus dans les tables, à côté de la colonne 
intitulée sinus, une colonne intitulée B, dans laquelle sont ins- 
crites les différences tabulaires, c'est-à-dire les différences qui 
existent entre deux logarithmes consécutifs. 11 en est de même 
pour la colonne intitulée cosinus. On remarque que, pour les 
sinus, les différences tabulaires sont positives, parce que îe 
sinus augmente en même temps que l'arc, tandis que, pour 
les cosinus, les différences tabulaires sont négatives, parce que 
le cosinus diminue quand l'arc augmente. 

A côté de la colonne des tangentes, une colonne intitulée D.c. 
contient de même les difTérences tabulaires correspondantes ; 
ces différences sont aussi les différences tabulaires pour les 
cotangentes ; seulement les premières sont positives, tandis que 
les autres sont négatives. On a, en effet : 

tg(a;-|-A) cot x 

igx ^cot(x-f/()' 
et, en prenant les logarithmes, 

logtg(œ-|- A) — log lg3;:^logcût«— logcot(.-K-|- A), 
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ce qui montre que la différence des logarithmes des tan- 
gentes de deux arcs quelconques est égale et de signe contraire 
àladift'érenee des logarithmes des cotangentes des mêmes arcs. 
Enfin, sur la droite de chaque page, on voit inscrits les pro- 
duits des différences tabulaires par les nombres 



c'est ce qu'on appelle les tables des parties proportionnelles. 

i33. Usage des tables. Pour faire usage des tables, il faut 
savoir résoudre les deux questions suivantes : i" Étant donné 
un angle, trouver le logarithme de chacune de ses lignes tri- 
gODométriques ; a° Connaissant le logarithme d'une hgne tri- 
go no m étriqué 'd'un angle, trouver cet angle. 

[34. Proltlënie I. Trouver le logarithme d'une ligne Irigono- 
métrigue d'un angle donné. 

Si l'angle donné se compose d'un nombre exact de dizaines 
de secondes, on trouve iiTimédiatement dans la table les loga- 
rithmes de ses lignes trigonom étriqué s. Mais, si l'angle donné 
n'est pas composé d'un nombre exact de dizaines de secondes, 
on devra faire usage des parties proportionnelles, ainsi que 
nous allons l'expliquer sur plusieurs exemples. 

1° Trouver le logarithme de sin 37°43'56''. On prend dans la 
table le logarithme de sin 3.7''/,3'5o" ; ce logarithme est i ,7867 1 Ss , 
et la différence tabulaire est de 172, Si l'on augmentait l'angle 
37''/(3'5o" de in°, le logarithme de son sinus augmenterait de 
272 unités du septième ordre décimal. On admet que l'accrois- 
sement du logarithme est sensiblement proportionnel à l'ac- 
croissement de l'angle, pourvu que cet accroissement soit plus 
petit que 10"; et on dit : à un accroissement de 10° dans l'angle 
correspond, pour le logarithme, un accroissement de 272 uni- 
tés du septième ordre ; à l'accroissement 6" donné à l'angle 
correspond, pour le logarithme, l'accroissement 272X0,6 
ou i63. On ajoute i63 unités du septième ordre au logarithme 
de sin 37°43'5o'', et la somme est le logarithme demandé. On 
dispose les calculs comme il suit : 

iog sin 37°43'5o"= 1,786715a 272X0, fi A = 272 

pour fi" i6'i 

logsin37"/,3'5{r=:7, 7867315 
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On peut simplifier l'écriture, en écrivant immédiatement en 
place la caractéristique et les quatre premii:rs chiffres décimaux, 
puis mettant les trois autres à droite, c'est-à-dire ici i5a, avec 
la différence tabulaire à côté; on écrit au-dessous de i5ï la 
partie complémentaire provenant des parties proportionnelles, 
ici i63, on tire un trait au-dessous de ce dernier nombre, on 
fent la somme et on écrit les trois chiffres ainsi ohtenus, h la 
droite des quatre premières décimales du logarithme cherché; 
on obtient ainsi le logarithme inconnu. Le calcul est alors dis- 
posé ainsi qu'il suit : 

logsin37'>43'56"= 7,7867515 i5a At=273. 



a° Trouver le logarithme de cos ^l'W 34", 7. Remarquons 
que, lorsque l'angle croît entre 0° et 90°, le cosinus décroît; 
on peut employer deux procédés pour trouver le logarithme 
d'un cosinus. 

Premier procédé : On prend dans la table le logarithme du 
cosinus de l'angle immédiatement inférieur à l'angle donné et 
contenant un nombre exact de dizaines de secondes, ici le lo- 
garithme du cosinus de ai'Sa'So". On trouve, pour ce loga- 
rithme, 1,9685534 ; la différence tabulaire est 84, ce qui veut 
dire que si l'on augmentait l'angle ar3a'3o" de 10'', le loga- 
rithme de son cosinus diminuerait de 84 unités du septième 
ordre. On admet encore que la diminution du logarithme est 
sensiblement proportionnelle à l'accroissement de l'angle, 
pourvu que cet accroissement soit plus petit que 10" ; et on 
dit : à l'accroissement lo'pourl'angie correspond, pour le loga- 
ritlime, la diminution 84; à l'accroissement 4", 7 pour l'angle 
correspond,pourlelogarithme,ladiminution 84x0,47 = 39,48. 
On retranche 39,5 unités du septième ordre du logarithme de 
cos ai''3a'3o"', et la différence est le logarithme cherché. On 
dispose les calculs comme il suit : 

logcos2i''3a'3o" =7,968553; 84X0,47 4 = 84 

4",7 — 3p,5 



Iogcos2i°3a'34'',7 = ï,96854g4,5 
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On peut, en abrégeant les calculs comme nous l'avons indi- 
qué plus hauE, écrire 

logcOB2i''3a'3i",7=-7,9fi85,',9',,5 53.', i=8'|. 

Second procédé : On cherche, dans les tables, le logarithme 
du cosinus de l'angle immédiatement supérieur k l'angle 
considéré et renfermant un nombre exact de dizaines de 
secondes, ici le logarithme du cosinus de 21° 3a' /jo". On trouve 
pour ce logarithme i,9685^|5o; la différence tabulaire, qu'il 
faut lire au-dessus, est 8^,, ce qui veut dire que si l'on diminuait 
l'angle 21*32' 40° de 10', le logarithme de son cosinus augmen- 
terait de 84 unités du septième ordre décimal. On admet encore 
que l'accroissement du logarithme est sensiblement propor- 
tionnel à la diminution de l'angle, pourvu que cette diminution 
soit plus petite que 10", et on dit : à la diminuiion 10" pour 
l'angle correspond, pour le logarithme, l'accroissement 84 ; à 
la diminution 5°, 3 donnée h l'angle correspond, pour le loga- 
rithme, l'accroissement 84 X o,53 = 44.5 ; on ajoute au loga- 
rithme 44,5 unités du septième ordre et on a le logarithme 
cherché ; les calculs seront disposés comme il suit : 



gCûS2i''32'4o'' =i,9685',5(. 8'|X5,3 i=:B' 



i"3y34",7=-7.9fi854;,;, 



ou, en disposant les calculs par la méthode abrégée, et suppo- 
sant qu'on se serve des tables des parties proportionnelles où 
l'on prend le nombre correspondant à 3 et le nombre corres- 
pondant à 3 divisé par 10, 

log cosai''3a'3 ',",7 =^1,9685494,5 45o A ^^8',. 

42 



Le second de ces deux procédés est préférable, parce que, 
lorsqu'on se sert des tables de parties proportionnelles, il suffit, 
pour obtenir le logarithme cherché, d'ajouter par une seule 
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addition au logarithme trouvé dans les tables, les parties com- 
plémentaires correspondant aux secindes et aux dixièmes de 
seconde, tandis que dans le premier procédé on serait conduit 
à deux soustractions successives ou à une addition suivie d'une 
soustraction. 

3" Trouver le logarithme de tg S^'-j'iè',',. On prend dans la 
table le logarithme de tg 8H''7'io"; l'angle étant plus grand 
que 45°, il faut lire le nombre de degrés au bas de la page, et 
prendre les minutes et les secondes sur la droite. On trouve 
ainsi pour le logarithme o,^iS.',of,!i, et pour la différence tabu- 
laire, qu'il faut lire en montant, .1771. 

Si l'angle 83''7'io" augmente de 10", le logarithme de sa tan- 
gente augmente de 1771 unités du septième ordre décima!. On 
admet encore que l'accroissement du logarithme de la tangente 
est proportionnel h l'accroissement de l'angle, pourvu que cet 
accroissement soit moindre que m", et par suite que si l'on 
augmente l'angle de6°,4,le logarithme de la tangente aug- 
mente de 1771 X o,6ii ou de ii3ï,4 unités du septième ordre. 
On dispose les calculs comme il suit : 

log tg83"7'!o" =o,9i8.',0(14 177' Xo,64 i= '77' 



ou, d'une manière abrégée : 
logtg83»7'i6'/4=o,9.85i77, 



4° Trouver le logarithme de cot68<'52'47°,3. On peut suivre, 
comme pour le logarithme d'un cosinus, deux procédés; em- 
ployons le second, qui est préférable. -On prend dans la table 
le logarithme de cot 68°52'5o" ; on trouve pour ce logarithme 
7,5868773, et pour la différence tabulaire, qu'il faut lire en 
descendant, 6a6; ce qui vent dire que si l'angle ôS'Sa'So" di- 
minue de 10', le logarithme de sa cotangente augmente de 626 
unités du septième ordre décimal . On admet encore la propor- 
tionnalité entre l'accroissemenî du logarithme de la cotangente 
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diminution de l'angle, pourvu que cette diminution ne 
lo", et on dispose les calculs comme il suit : 

"5a'5o" =7,5868773 62(>Xo,a7 l=6-i6 



log cot 68°5a'47",3 = 1 ,5868942 

ou, d'une manière abrégée : 

logcot68'>5a'',7",'î = T,58689',a 877^ 4=626. 

.'1^,8 

i35. ttcinarque. Dans ce qui précède, on admet que l'accrois- 
sement donné à un angle est proportionnel àl'accroissement cor- 
respondant du logarithme de l'une de ses lignes Irigonométri- 
ques, pourvu que l'accroissement de l'angle ne surpasse pas 10". 
Cela n'est pas rigoureusement exact; mais lorsqu'il s'agit du 
logarithme du sinus d'un angle plus grand que 5', ou du loga- 
rithme du cosinus d'un angle plus petit que 85°, l'erreur qui en 
résulte n'affecte pas les 7 premières décimales dulogarithme. Il 
en est de même pour le logarithme de la tangente ou de la co- 
tangente d'un angle compris entre 5° et 85". 

i36. Si l'on calculait par le même procédé le logarithme du 
sinus ou de la tangente d'un angle plus petit que 5°, l'erreur 
commise pourrait devenir égale h. plusieurs unités du septième 
ordre décimal- Mais, en tête des tables dont nous venons de par- 
ler, se trouvent de petites tables qui contiennent les logarithmes 
des sinus et des tangentes des arcs, de seconde en seconde, de 
o" à 5°, et par suite les logarithmes des cosinus et des cotan- 
gentes des arcs, de seconde en seconde, de 85" à. yo". C'est à ces 
tables qu'il faut avoir recours pour les angles dont nous venonfi 
de parler. Gomme on n'emploie alors les parties proportion- 
nelles que pour calculer les accroissements des logarithmes 
qui correspondent à. des accroissements d'angle moindres qu'une 
seconde, il n'en résulte que des erreurs tout à fait négligeables. 
137. Problbine II. Etant donné le logarithme d'une ligne 
trigonométrique, trouver l'angle moindre que go" correspondant. 
Cours de trigonooi^trie. 7 
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log S!nœ = î, 743268.^. 



On cherche, dans la tuble des logarithmes des sinus, celui 
qui approche le plus, par défaut^ de 7,7/,îa684. On trouve 
r,7ii3î543 pour log sin 33°37'io°, et la différence tabulaire est 
3i6; la différence du logarithme de la table au logarithme 
proposé est \!,i. Sil'on appelle Aie nombre des secondes qu'il 
faut ajouter à l'angle delà table pour avoir l'angle cherché, on 
aura, d'après ce qui prociide : 



On dispose les calcLds comme il suit : 

log sina;:= 1,7432684 
logsin33''37'io" = T,74325',3 i-lio ]3j6 i = 3iC 

'"/ T7\ "46014, ', 

a7=33''37'i4''',4. 

On opérerait de même pour trouver x, connaissant tg x. 
2° Soit encore 

log cos x= 1 ,2742545. 

On peut employer deux procédés. 

Premier ■procédé. On cherche, dans la table des loga- 
rithmes des cosinus, celui qui approche le plus, par défaut, 
de 7, 2743545 ; on trouve 7, 2741587 pour log cos ^^''^'5o"■, la 
différence tabulaire, qu'il faut lire en arriére, est noo, ce qui 
veut dire que si on ajoute iioo unités du septième ordre au 
logarithme du cosinus, l'angle diminue de 10"; la différence 
entre le logarithme de la table et le logarithme proposé est 
958; en désignant par h le nombre de secondes qu'il favit 
retrancher de l'angle de la table pour avoir l'angle cherché, 
on a: ^ 

A _ 958 1-9^^'^ — fl 
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On dispose les calculs comme il suit : 

logcos a; = 1,3743545 gSSû l iioi) 

log C0& ']q''i)'S'3° = i ,%T^s58') 780018,7 i= [100 

-8", 7 ^ 

Second procédé. On cherche, clans la table des logarithmes 
des cosinus, celuiqui approche le plus, paj-ea^cès, de 1, 374^545; 
on trouve 7,2742687, pour log cos 79°9'4o". La différence 
tabulaire est uoo, ce qui veut dire que si l'on retranche 
iioo unités du septième ordre du logarithme du cosinus, 
l'angle augmente de 10°; la différence entre le logarithme de la 
table et le logarithme proposé est 142 ; en désignant par h' le 
nombre de secondes qu'il faut ajouter h l'angle de la table pour 
avoir l'angle cherché, on a : 



A' 



h'=~ 



On dispose les calculs 

log cos3;^=r, 274^543 

log cos7Ç)°9'^<*"=''^74^^^7 

r",3 -142 

« = 79''9'4i".3- 



X,e second procédé est préférable, parce que, lorsqu'on se 
sert des tables de parties proportionnelles pour obtenir les 
secondes et les dixièmes de seconde, il suffit d'ajouter Et l'angle 
correspondant au logarithme trouvé dans les tables l'angle ainsi 
calculé, tandis que dans le premier procédé il faut retrancher 
successivement ces deux parties, ou les ajouter entre elles 
d'abord et retrancher leur somme. 

On opérerait de même pour trouver x, connaissant col a:. 

i38. Évaluons maintenant l'erreur commise sur un angle 
quand on déduit cet angle de la valeur connue du logarithme 
de l'une de ses lignes trigonométriques. Appelons A la diffé- 
rence tabulaire qui correspond au logarithme de la ligne tri- 
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gonométrique considérée; à une variation égale h A dans le 
logarithme de lalîgne trigonométrique correspond, dans l'angle, 
une variation de lo", et, par suite, à une variation d'une 
unité du septième ordre dans le logarithme correspond sensi- 
blement une variation -— ■ dans l'angle. Le logarithme étant 

donné à moins d'une unité du septième ordre, la quantité — 
est une limite de l'erreur commise en calculant un angle d'après 
le logarithme de la ligne trigonométrique considérée. Cette 
limite varie en raison Inverse de la dilTérènce tabulaire A. 

139. On reconnaît, à l'inspection de la table, que, pour les 
sinus, la quantité A diminue sans cesse depuis 0° jusqu'à 90° ; 
donc l'erreur que l'on peut commettre, dans le calcul d'un 
angle donné par le logarithme de son sinus, augmente avec la 
valeur de cet angle. Pour un angle moindre que 45°, l'erreur 
est toujours moindre que 5 centièmes de seconde, pour un 
angle de 85" elle atteint une demi-seconde, et croit très rapi- 
dement quand l'angle dépasse 85°. C'est l'inverse pour les co- 
sinus. 

lio. Pour les logarithmes des tangentes et des cotangentes, !a 
différence tabulaire décroît de 0° h 45^, et croit de 45° h. 90°; 

il en résulte que la limite de l'erreur -— croît de 0° à 45°, puis 

décroît de 45° à 90". Le maximum de cette erreur a lieu pour 
45° ; il est moindre que 3 centièmes de seconde. 

141. Enfin remarquons que, pour un angle donné, la diffé- 
rence tabulaire relative à la tangente est la somme des valeurs 
absolues des différences tabulaires relatives au sinus et au 
cosinus ; on a, en effet : 

sin a; , , , ,, sin {x j-h) 

tg ir = , tg [x -\- h) = ■■ - ■ ■ - ■ , 

" cosic '^'- < ' cos(a;4- h) 

iog tg x =^ log sin X — log cos x, 
log tg(a; + A) =logsin(a:-|-A) — logCos(a^-|- A) 



logtg(3;+/i)— logtgx=[logsin(;i;-f /<)— Iog3ina^]-t-[!ogcosa!— logcos(3:-fA)] 
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II en résulte que, pour un angle quelconque compris 
entre o" et 90°, la différence tabulaire relative à. la tangente 
est plus grande que la différence tabulaire relative soit au sinus, 
soit au cosinus, et, par conséquent, qu'un angle est mieux dé- 
terminé par le logarithme de sa tangente que par le loga- 
rithme soit de son sinus, soit de son cosinus. 11 est évident que 
ce que nous venons de dire pour la tangente s'applique égale- 
ment è-la cotangente. 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV. 

L, Démontrer qu G l'expression est d'autant plus petite qiiea; 

<!3t plus pelit. 

a. Démontrer que, si x est compris enlre o et— , le rapport cat 

la limite vers laquelle tend le produit 



lorsque Je nombre entier jî croît indéfiniment. 

3. Calculer la valeur de la somme 

cos% — ^ cos33œ+ ^ cos^i'^w + H')"^ cos^3-ie, 

et chercher la limite de cette ex[)ression lorsque le nombre entier n 
croU indéfiniment. 

ij. Démontrer que, si at est compris entre o et —, on a ; 



5. Démontrer que, si x est compris entre o et -1 
« <s'ëa; + TSuix, 
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6, Chercher, lorsque h tend vers o, les limites des expression; 

siii(ic-|-ft) — sina; ' Gos(a!-\-k) — ces x 
/( ' A ' 

tg(x-{-k)-l^x cot(a + ft)~Gota; 
A ' Il " 

s éc(j;4''')~^^''^ cosëe (ffi-|-/i) — cosëc^ 
A ' /( ' 

7. Chercher, lorsque x tend vers o, la limite de l'expression 



4 3;cos — 
8. Chercher, lorsque x lend vers o, la limite de Vespress 



9. Chercher, lorsque a; tend vers o, la hmito des esjiressions 

t_g££ te^ 

igZx' tg3j; 

10. Chercher, lorsque /t tend vers o, les limites des exiiressioiit 
sina[g+/0-sin^^ tS(^+A)-tga sin(«+/0 -sio-^ 

tg(a+/,)-lg« ' cos(^+A)-cosa' ^■J±^/j\_^i^t' 

11. Chercher, lorsque x tend vers o, la limite de l'expression 
13. Chercher, lorsque x tend vers 1, la Jîmite de l'expression 
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CHAPITRE V 

TRANSFORMATIO.fS ET ÉQUATIOiNS TBICOKOMÉTRIQUES. 



S I. Traasformatioustrigonom étriqués, —g II. Transfo filiations des expres- 
sions algéliriqiiea au mojea d'angles auxiliaîjes. — § IH. Équations 
Irigonom étriqués. 



§ I. — TRANSFORMATIONS THIGONOM ÉTHIQUES. 

142. Lorsque l'on doit effectuer des calculs un peu compli- 
qués sur des nombres, il est utile, pour la rapidité et la simpli- 
fication des opérations, de faire usage des logaritlimes ; c'est 
ce que l'on fait en algèbre dans les calculs d'intérêts composés 
et d'annuités. En trigonométrie, les logarithmes sont sans cesse 
employés, et c'est pour ce motif que les tables trigonométriques 
renferment non pas les valeurs des lignes trigonométriques, 
mais les valeurs des logarithmes de ces lignes. Or on sait qu'une 
formule n'est calculable par logarithmes qu'autant que, parmi 
les opérations indiquées, il n'y a ni addition ni soustraction. 
Nous allons donc nous proposer de montrer comment, dans 
certains cas, au moyen des formules trigonométriques que nous 
connaissons déjà, on peut rendre calculables par logarithmes 
certaines expressions trigonométriques, et comment, dans tous 
les cas, l'emploi d'angles auxiliaires permet de transformer en 
produits des expressions algébriques ou trigonométriques. 

143. ProMème. Transformer en produit une somme ou une 
différence de deux sinus ou de deux cosinus. 

Des formules 



(■) 



i sin (a-)-ô)-=sin acosè + cosasinô 
( sin {a — b)^=ûa acosô-— cosasinO 



. , i cos{a-|-6)=^cosacos6 — sinasin^ 

' \ coa{a — 6) = cosacos6-)-sinasini 

on déduit, en ajoutant et en retranchant les deux formules ( i ) 
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, membre, puis les deux formules [-t] membre à 



m ( sin(a + 6) + sin{tt— 6)= asinscosfi 

I siii(«-|-ô) — sin (a — b)^ acosasini 

, . I CQs{a-\-6)-\-cos{a — ô)^ acosacosè 

I c,os{ei-\-b)^G08{a — ô)=; — asinrasinè. 



si l'on pose : 








a + t=p. 


a~l, = q, 


on a; 








,,J + 1 


i=E^ 



et, en portant ces valeurs dans les formules précédentes, on 
obtient les relalions : 



Ces formules résolvent la question proposée; elles sont d'un 
usage très fréquent en trigonométrie; on peut les énoncer 
comme il suit : 

1° La somme de deux sinus est égale à deux fois le produit 
du sinus de la demi-somme des arcs par le cosinus de leur 
demi-différence ; 

î" La différence de deux sinus est égale à deux fois le pro- 
duit du cosinus de la demi-somme des arcs par le sinus de leur 
demi- différen ce; 

3° La somme de dettx cosinus est égale à deux fois le produit 
du cosinus de la demi-somme des arcs par le cosinus de leur 
demi-différence ; 

'i" La différence de deux cosinus est égale à moins deux foin le 
produit du sinus de la demi-somme des arcs par le sinus de leur 
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demi-différence, ou, si on remarque qu'en changeant le signe 
d'un arc on change le signe du sinus, à deux fois le produit du 
sinus de la demi-somme des arcs par le sinus de leur demi-diffé- 
rence prise en seras contraire. 

' 144. Bemarqae I. Les formules (3) et (l) permettent de 
résoudre le problème inverse, c'est-à-dire de transformer en 
une somme ou en une différence de sinus ou de cosinus un 
produit de sinus ou de cosinus. 

En échangeant les deux membres de chacune des égalités (3) 
et {.'1), on a: 

/ asin acosè = sin {a-|-6)-|-sin (q — b) 
2 cos a sin 6 == sin (« + 6) — sin (a — b) 
a cosd cos b ^ cos (a + b) -\- cos [a — b) 
\ 2 sin a sin 6^cos(a — b) — co6{a-\-b). 
On voit que le double produit d'un sinus et d'un cosinus 
provient de la somme ou de la différence de deux sinus, que 
le double produit de deux cosinus provient de la somme de 
deux cosinus, enfin que le double produit de deux sinus pro- 
vient de la différence de deux cosinus. 

145. Bemarque II. Si l'on divise membre à membre les 
formules (5) et (6), on a: 

■ P-\-9 P — 'i 
, . sin- ■ -f.os- — - 
amp + sm g -t a 

sin» — sino P + 9 . P — q' 
•^ ' cos^ Bin '- ■ ■ 

- P+'i 



■tg^+1 
/ > smp-}-siny ^ 3_^ 



yGoosle 



100 COURS DE TRIGONOMÉTRIE, 

Cetle dernière formule nous servira dans la résolution des 
triangles. 

146. Prolbième. Rendre calculable par logarithmes la somme 
ou la différence de deux tangentes ou de deux cotangentes. 

11 suffit pour cela de poser : 

sin a . sin 6 sinacosi±:cosasin6 
cosffl coso cosacoso 

d'où 

, , , sin(a±i) 

ir tga±tg6 = — i j', 

^ ' ° " cosacosi 

et de même 

cos a ces b cos a'sin 6 ± sin a cos b 



cotttd:cot&=: 



sine sinasinfi 

d'oLi 

(lal c«t,a±c<ilb = ^^^ - -~ l. 

sma sino 

i.'(7. Voici encore un certain nombre d'expressions trigono- 
métriqucs que l'on transforme facilement en produits. 

1 " sin a -f <^0S ô= sin a -f- sin f b\ 



na — cos6 = 8ina — sin 



r. , o-s-| , ra + s II 



-cosû=: asm'' ■ 
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" ( + sin « = I + cos f aj^=2 cos^ { j ■ 



I + sin a 


.c„.^ 


'(î- 


-:) 


,-tsa_ 


ig-"- 


-Igo 


='s 


i+lgo 


' + lg 


:tg« 



en rcmarcjuant que tg~=; t. 

[48. Bemarqne. Dans tous les exemples esarainéa jusqu'ici, 
on a pu rendre calculabie, par logarilhmes, une somme ou 
une différence de deux lignes trig on métriques, sans emploi 
d'angle auxiliaire. On peut, dans certains cas, par exemple 
lorsque les arcs sont liés entre eux par certaines relations, 
rendre calculable par logarithmes, sans introduire d'angles 
auxiliaires, la somme de 3, 4, etc., lignes trigonométriques , ou 
même des polynômes renfermant ces lignes trigonométriques ; 
c'est ce que nous allons montrer par quelques exemples. 

149. Somme de sluus ou de vosinas d'arrs eu pregressio» 
arithmétique. Soit à Calculer la somme S des n sinus d'arcs 
en progression arithmétique de raison b : 

{.) S=:Êina+sin(a+è) + sin(a + î6) + + sin[a + (!î — iji]. 

Multiplions les deux membres de la relation (1) par asin -; 
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5,Ssin- = 2sinBsii 



+ 2sin I a + («— i)fi I sin-- 

Mais, d'après les formules {9) du n* i4i, chaque double 
produit de deux sinus peut être remplacé par une différence de 
deux cosinus : 

2Sinasm- = cos ( a I — cosi iî + -I 

a sin (a 4 ^) sin - = cos [ a -f- - ) —cos(a-\ j 



.\joiilant ces égalités membre h membre, et remarquant que, 
dans le second membre, les termes se détruisent deux à deux, 
sauf le premier et Je dernier, nous aurons : 

r, . /> ( f>\ f , h.n—i)b\ 
îS sm - = cos ( a — - I — cos ( 3 + '- 

. ( I {n~.)b\ . nb 
= 2 smi a-| ■■ 1 sm — , 

d'où enfm 



i3o. On obtient de môme la somme S' des cosinus de ces n 
arcs en progression arithmétique ; 

(3) S'=co8a+cos(a-f b)-\-co3[a-\--ib)-\- +cos[(ï-j-(n— [)*]. 

On multiplie les deux membres de cette égalité par a sin ~, 
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. b 
et en remplaçant les doubles produits d'un cosinus et de sm - 

par une différence de sinus, on obtient, après réduction : 

/ , (ii-.)S\ . «4 
= 2 cos 1 a -\ j sm — , 

d'où enfin 

(4) S'=— ^ h-^~^- 



i5i. Problème. Rendre caleulable par logarithmes t'ex- 
pretsion 

sachant que les angles a, b, c, sont tels que l'on ait 

Posons : 

S = sina + sin64-ainc, 

et remarquons que de la relation a-\-(t~\- c^it, on déduit 

c = Te — {a-\-l}) et par suite; 

sin c = sin [it — (a -f h)] = sin [a-\-b)\ 
on a donc : 

S = sin a + sin 6 -|- sin [a -\- b) 

a + b 



r a-b , afS-| 

-[-6 a h 
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OU enfin, en remarquant que =■ , et que par suite 



S=:4cos-cos-cos-, 

formule calculable par logarithmes. 

iSi. Problème, Itendre calculable par logarithmes la somme 
tga + tgô + tgc 
sachant que la somma a-\-b-\-c^^-K. 
On a : 

^ tga + tg/'+tgc — tgatgitgo ^ 
I— tgffltgù — tgatgc— tgôtgc" 

Ov,a -\-b-\-c étant égal h.'K, ig{a-\.b -\-c) =o, et par suite 
on a : 

tga + tgS + lgc=^l,g«tg*tgt, 

formule qui résout la question. 

i53. Problème. Rendre calculable par logarithmes l'ex- 
pression 

I — cos^X — cos^jA — cos^v + 2cos)icos[xcoav, 
\, [*, V étant trois angles quelconques. 

Posons : 

S=r — COB^X — C0S^|X — COS^V-f-aC0sXc0S[iCOSv, 

et remarquons que 

I — cos^X — cos^n 

forment les trois premiers termes du produit 

( I — cos^ X) f I — cos^ [j^) ; 

nous pourrons écrire 

S=(r — cos*X)(i — cosV) — cos^Xcos^[A— cos5v-|-acosXcosncoav 
=sin*Xsin^[A — (cosX cos j* — cos v)^ 
=:(sinXsiniJi — cosXcas[/.4-cosv)(sinXsin[x4-cosXcos[i— cos v) 

= [cOSV — COS [X -)- [;l)] [c0s(X — [i) — COSv], 



y Google 



TRANBFÛUMATIONS KT ÉQUATIONS TltlGONOMÉTRlQUES. 111 
OU enfin 

. X + l-L + V . ^+|X- 

S = 4 sin - - ■■■ ■ ■■- sin ' — 

c'est la formule cherchée. 

Cette formule nous montre que, si en particulier J, (i, v son 
les faces d'un trièdre, l'expression S considérée est poeiti\fe 
en effet, dans ce cas, chacun des angles X, y., v est positif, 
moindre que tu, chacun d'eux est moindre que la somme des 
deux autres, et leur somme est moindre que an; dès lors chacun 
des angles qui entrent sous le signe sinus est supérieur à o el 
inférieur à w ; donc chacun de ces sinus est différent de o el 
positif, et leur produit est positif. 



i5/[. On peut, au moyen d'angles auxiliaires, rendre calcu- 
lable par logarithmes tout polynôme donné ; il est clair que toute 
la question revient h rendre calculahle l'ensemble de deux 
termes, c'est-à-dire une expression de la forme a± b, où a et 4 
sont des monômes ; car ayant substitué un produit à la somme 
de ces deux termes, on aura remplacé le polynôme proposé par 
un polynôme ayant un terme de moins ; en prenant deux ter- 
mes de ce nouveau polynôme et les transfonnant, on obtien- 
dra un nouveau poljTiôme ayant un terme de moins encore et 
équivalent au premier, et ainsi de suite. 

i^S.VrohlkT&e. Rendre calculable par logarithmes l'expression 



dans laquelle a et b représentent des nombres positifs, et où a est 
supposé plus grand que b. 
i" solution. On pose : 



et on introduit un angle auxiliaire <f donné par la formule 
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b 
Comme, par hypolhèse, - est compris entre oet i, on peut tou- 
jours choisir cet angle ç entre o et -. 
4 
On se servira d'ailleurs, pour le calcul de cet angle, de la 
formule 

I0gtgif::^l0g6 — logd. 

Cela posé, on a: 



COS'f 

Ur, 

cosç-]-sin^=sin[ ^ç j--j-sinç=asin-cos( ^ Wv^îCosI -^:j> j 

cofi^i— sin'j)=sin( m j — sinif — 2C0S-sin( ç)=^V2sin ( 9! 

donc enfin 

« + *= 11' L 

COSÇ 

av/asin(y-<f) 
„_§ = _ '-' ^ . 

COSIf 

On calculera a-\-l) et a — b par logarithmes, à l'aide des 
Formules 

log((î-j-È) = logiï+-loga-j-logCos (- — tp J — logCOBç, 
log(a — 6)^loga-r-log2-|- logain ( - — tp j — log cos-^. 
■1' solution. On pose encore : 

et on introduit un angle auxiliaire 9 donné par la formule 

b 
cosç—-; 
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b 
:, par hypothèse, - est compris entre o et i, on pourra 

prendre l'angle f entre o et -. On calculera cet angle à l'aide de 

(a formule 

log cos (ji ^ log b — log a. 

Gela posé, on a : 

a± 6 = (i(i ±cos<f) ; 

I -|-COSœ^=acos^-, 



on a donc : 



et on calculera a-^beia-~b par logarithmes, à, l'aide des for- 
mules 

log (a -|- 6) :^ log a + log a -j- a logcos- 

log(a— *) = log2 + Ioga+ alogsin^- 
3' solution. Prenons d'abord a-\- b; on a : 



is"t=7. 



v^ 



nous pourrons supposer ^ entre o et -, et calculer cet angle k 
l'aide de la formule 

logtg9 = -(log6-loga). 
Cours de trigonomùtrii?. 8 
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Nous aurons : 

d'où 

log{a-^b)^loga — a logcosç. 

Prenons maintenant la différence a — fi; on i 



posons: 

b 
sin 9=:- , ou sin^ 



-\/l 



nous pourrons prendre l'angle 'f compris entre o et-, et le cal- 
culer par !a formule 

logsinn>=-(logfi — logo). 
Nous aurons : 

a^b^a{i — sin^ ç) := a coa^ ç , 

et nous pourrons calculer a — fi par logarithmes à l'aide à?, la 
formule 

Iog(a — fi)=]oga+alogcostf. 

i56. Problème. Rendre calculable par logarithmes 



-s/-^i^ 



et on choisit pour f l'angle positif, moindre que -, qui 
h cette relation; on calculera cet angle f par la formule 
îogtg^i = logfi — loga. 
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Ceci posé, on a: 

a;=:Q\/I^-lgaç=__, 

car f étant pîus petit que -, son cosinus est positif, et la for- 
mule précédente résout la question. 

157, Problème. Rendre calculable par hgariihmcs 

x = ^a^ — /)^, 
a étant supposé plus grand qve b. 
On écrit : __^_ 

on remarque que, - étant plus petit que i, on peut poser: 



d'où 

logsm?=Iogô— logo; 

on prendra pour f l'angle positif, moindre que -, qui satisfait 

à cette relation; on aura alors ; 



x^aS^i — sin^if ^acosç, 

formule calculable par logarithmes. 

i58. Problème. Rendre calculable par logarithmes l'ex- 
pression 

X =: asm ii-{~b doua 

où a et b sont des quantités positives données, et où « est un 
angle également donné. 
On écrit : 



«Tsinc + ^cosc^J, 



yGoosle 



llb COUas !)K TRIGONOMÉTRIE- 

d'Où 

Iogtgtf=log6--!og«, 

et on prend pour <f l'angle positif, moindre que -, qui satisfait 

à cette relation ; on a alors : 

«COSip-|-sin!pCOSa 



a j sina-i-tsipcos«J = 



COS<f 

ou en lin 

<.5in(. + ri 



formule calculable par logarittimes . 

iSg. Bemnrane. On peut, dans certains cas, grâce à des ar- 
tifices de calcul, rendre calculable par logarithmes, au moyen 
d'un seul angle auxiliaire, un polynôme de trois termes, lorsque 
des mêmes facteurs littéraux se trouvent dans deux des trois 
termes. C'est ce que montre l'exemple suivant. 

i6o. Problème. Rendre calculable par logai'ithmes l'ex- 
pression 

où a et b sont des quantités positives données, et où C est un angle 
donné moindre que ic. 
On remarque, d'une part, que 

,C . „C 
cosG^cos^ sm^-i 

<|ue d'ailleurs 

coË^ — |-S[n-'-=i ; 

on écrit alors : 

ou, en réunissanL les termes en cos^ - et les ternies en shr^ - , 



» =. l/(o + S)' sin' 5 + (o - *)!> coss 5 
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On est ainsi ramené à une expression connue, contenant 
deux termes seulement soua le radical. On pose, en appelant a 
la plus grande des deux quantités a et b, 

et on prend pour ç l'angle positif, moindre cjue -, qui satisfait 
h cette relation ; on en déduit : 

^=(«-i-^>sin-v'i + lg39, 



formule calculable par logarithmes. 

i6i. Problème. Rendre calculables par logarithmes i 
eines de l'équaûon du second degré 



p et q étant supposés réels et calculables par logarithmes. 
Soient x' et x" les deux racines de celte équation, 

^■=-!-\/f^«' 

1° Supposons d'abord que ces racines soient imaginaires, c'est- 
à-dire supposons q < o, ce qui exige ç > o. Remarquons 



carré est — , et de l'inégalité ^ Ç<i.o, on déduit, puisque g 

4? 4 



y Google 



COOaS DE TRIGONOMÉTRIR. 



cette relation détermine un cosinus ; nous prendrons pour 
a l'angle positif, moindre que w, qui'aatisfaJt à, celte relation ; 
il y en a un et un seul. Bès lors, sina étant positif, nous aurons:: 



a.= ^.. 



^..^,. 







et par suite, îdésig^nant l'expression v'^-'- 

L a;'=V(^(COSa-|-isina) 
( a:"'^Vg(cosa — îsina}, 
valeurs des racines clierchëes. 
2° Si les racines sont égales, c'est-à-dire si l'on a — — q = 
P 



les deux, racines sont égales et ég 
calculables par logarithmes. 
3° Supposons enfin les racines 



, et sont par suite 



s et distinctes, c'est 

dire — — g > o. Nous pouvons employer deux méthodes, s 

4 
vant que nous supposons l'équation résolue ou non. 

r6a. Premier procédé. Supposons qu'on ait résolu l'éqi 
tion et soient x' et œ" les deux racines supposées réelles. 

I* Supposons g- > o ; les deux, racines sont de même sigi 
et de signe contraire au signe de p ; on peut écrire : 

---!+\/f^=-f+\/fHf.> 

les racines étant réelles, -^cst positif et plus petit que i ; 
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peut donc poser : 

et on prendra pour ç l'angle positif, moindre que - , qui salis- 
fait à cette relation ; l'angle ? étant calculé, on aura : 



Laracinc carrée arithmétique de cos^ç cet cosip,puisquei'ona 

o < 1> < -; laracine carrée arithmétique de — est-|^ -ou 

suivant que p est positif ou négatif. Si donc p est positif, on 

a^' = — --\'~co%-^^^= — -(i — nos^)= — psîn^- , 
el de même 



P-l.. 



- ( i -|- COS t(l) = — /> cos^ 



on calculera par logarithmes les valeurs absolues de ces quan- 
tités, et, prenant ces valeurs avec le signe — , on aura ai'et ;c". 
Si p est négatif, on aura : 

^'^-'--2cosç = -^(i-Fcos?} = -j5Cosï^ 

x''= — - -|- - cos ç = ( I — cos cp) = — p sin** -, 

valeurs positives et calculables par logarithmes. Dans le pre- 
mier cas, x" est la plus grande des deux racines en valeur 
absolue ; dans le deuxième, a/ est la plus grande racine. 

t" Supposons ç < o ; les deux racines sont de signes con 
traires ; on écrit : 



-=-f+\/f(-|> 
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Valeur positive, et on prend pour 9 l'angle positif, moindre 
que -, qui satisfait à cette relation. Ceci fait, on aura : 



2'^V'i^ a'V4 cos^cp 

Le Carrée arithmétique de cos^;^ est costf , puisque l'on a 



suivant que p est positif, ou négatif. Si p est positif, on aura 
donc: 



et de même 

■>. 1 COSÇ 

La valeur de x' est positive et calculable par logarithmes. 
La valeur de x" est négative^ on calculera par logarithmes 
la valeur absolue — x", et on prendra cette valeur avec le 
signe — . 

Si p est négatif, on aura : 

pcos*^ 
^ p p l p '+cos<p__ -i 

2 2 COHifi a COS <f COSï 

p sin* - 



3 COS ^ 


COStp 


?*(.-!-COS=f) 

a COS» 


pcos^-^ 



La racine a:' est positive, et calculable par logarithmes. La 
racine a:" est négative; on calculera par les tables la valeur 
de — x", et on prendra cette valeur avec le signe — . 
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i63. Second procédé. On peut rendre calculables par loga- 
rithmes les racines de l'équation (i), supposées réelles et dis- 
tinctes, sans employer les formules de résolution de l'équation, 
mais en se servant de relations (a) et (3) 

(2) a/x"r^q 

(3) j:'J^x"^—p, 

entre les racines x', x°, et les coefficients p et 5 de i'équation. 
1° Supposons 9 > o ; les deux racines sont de môme signe. 
Si Von pose '. 

ic' = v'?tgç, x''=\lq COt<p, 

la relation (a) est vérifiée, et l'on voit que, si l'on connaît 
l'angle ç, les deux racines sont calculables par logarithmes. 
Pour calculer l'angle tp, on écrit que a:' et que x" satisfont à la 
relation (3), c'est-à-dire que l'on a : 

\/^[tgfp + cot(p] = — ;3, 

smîf costf 
ou, en remarquant que sin2ffi= 2 sin o cosif, 

L'équation (4) détermine un sinus, car ( î-^l =— est 

positif et plus petit que i, attendu que, par hypothèse, q et 
~ ■ q sont positifs. Si p est positif, on prendra pour ^(p 

l'angle, compris entre r. et — , qui satisfait h cette relation ; 

(p sera compris entre -et — , sa tangente et sa cotangente seront 
négatives; tp étant connu, on aura: 

y=:\/?%«' x"=sqcoU, 

et on aura pour a;'etx" deux valeurs négatives; on calcaleni 



y Google 



122 COURS m TRIGONOMÉTRIE. 

par les tables les valeurs de — x' et de — x", et l'on prendra en- 
suite ces valeurs avec le signe — ; m étant compris entre -et 

— , la valeur absolue de tg» est plus grande que la valeur ab- 
4 

solue de cotij; œ' est donc la plus grande racine en valeur 
absolue. 
Si p est négatif, on prendra pour 2ç l'angle positif, moindre 

que -, qui satisfait à l'équation (4) ; f sera compris entre o et 

-, sa tangente et sa cotaiigente seront positives. Les racines 

sont positives, et leurs valeurs 

x' =\iq tgcp, 3;"= sjq coty, 

sont calculables par logarithmes ; ^ étant compris entre o et-, 

la valeur de tgtp est plus petite que la valeur de cotf, et x" est 
la plus grande des deux racines. 

1° Supposons î < o ; les deux racines sont de signes con- 
traires- Puisque — q est positif, on peut poser 

o:' = \j — q Igç, ;c" = — V— ? COtç ; 

l'équation (a) est ainsi vérifiée, et si nous écrivons que 3/ et 
af' ont une somme égale à — ■ p, nous aurons, pour déterminer 
l'angle f, la relation 

V* — 5(tgip — cot!p) = — p, 

\j — q (sin' 9 — cos^ f) _ 





sm^cos^ 


ou 


. 




aV — ÎCOSî-f 




smîcçi 


ou enfm 




(5) 








y Google 



TRANSFORMATIONS ET ÉQUATIONS TRIGONOMÉTRIQUES. 123 

:Si/), est positif, on prendra pour s tp l'angle positif, moindre 

que-, qui Èatisfait à cette relation ; tp sera compris entre o et 

- , sa tangente et sa cotangenle seront positivés ; dès lors, V 



sera positive, y sera négative ; on calculera, par 1 

les valeurs positives de x' et de — x" au moyen des relation s 

x'=^\i ■ — g tg^p, ~x''-=z\j — ^ cotcf, 

et on changera le signe de la valeur de — x" pour avoir x". 
Si p est'négatif, la valeur de tg atp est négative ; on prendra 

pour 2y l'angle, compris entre - et tu, qui satisfait à la relation(5) ; 

ç sera compris entre -et - , sa tangente et sa cotangcnte seront 

4 a 
positives ; on calculera encore x' et ^x" par logarithmes au 
moyen des formules 

x'^i^sj — 5 tg tf, — ic" = \/ — 5 cot <p, 

et on changera le signe de la valeur de — x" pour avoir x". 



g III. — ÉQUATIONS TRIGONOMÉimOUKS. 

164. On appelle équation trigonomêlrique une relation entre 
les lignes trigonométriques d'un ou de plusieurs arcs qui n'est 
vérifiée que pour certaines valeurs attribuées aux arcs ; cher- 
cher ces valeurs, c'est résoudre l'équation. Lorsque l'équa- 
tion ne renferme qu'un seul arc inconnu, on dit que l'équation 
est h une seule inconnue ; si l'on a plusieurs arcs inconnus, il 
faut, en général, autant d'équations, trigonométriques ou non, 
qu'il y a d'arcs inconnus. 

Lorsque l'on veut résoudre une équation trlgonométrique ne 
contenant qu'un arc inconnu, on cherche à transformer 
l'équation de telle sorte que l'arc inconnu ne figure plus que 
sous une seule ligne trlgonométrique ; on prend cette hgne trl- 
gonométrique pour inconnue auxiliaire et on est ramené à un 
problème d'algèbre ; une fois cette inconnue auxiliaire calculée. 
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on prend successivement chacune de ses valeurs, et on cherche 
les ares qui correspondent Ji cette ligne trigonométrîque ainsi 
connue. Il est bien entendu que si l'inconnue auxiliaire choisie 
est une ligne tri gono métrique non susceptible de prendre toutes 
les valeurs possibles, ou ai l'équation correspond à, un problème, 
il faudra discuter, c'est-à-dire chercher dans quelles conditions 
les valeurs obtenues sont admissibles, elne prendre que les arcs 
compris entre les limites déterminées par les conditions de pos- 
sibilité de la question. 

Il arrive assez souvent qu'en voulant exprimer toutes les 
lignes trigo no métriques qui figurent dans l'équation proposée 
en fonction d'une seule ligne trigonométrique, oti soit conduit à 
une équation plus générale que l'équation primitive; il faudra 
avoir soin, l'équation finale étant résolue, de faire un choix 
parmi les solutions obtenues et de ne garder que les valeurs 
qui satisfont véritablement à l'équation proposée. 

Lorsqu'il s'agit de résoudre un système d'équations, dont l'une 
au moins est trigonométrique, contenant autant d'équations que 
d'inconnues, on élimine toutes les inconnues sauf une entre 
les équations proposées, et on est ramené à résoudre uneseule 
équation h une seule inconnue ; cette inconnue étant obtenue, 
on porte sa valeur successivement dansles équations proposées 
dont on s'est servi et on obtient les valeurs des autres incon- 
nues. 

Lorsque îa question consiste à chercher deux arcs, il est 
souvent avantageux de former des équations donnant la somme 
et la différence de ces arcs, on en déduit ensuite par addition 
et par soustraction les valeurs des arcs eux-mêmes. 
i65, Problème. Résoudre Téquaiion 



Remplaçant sinaa; et tga: par leurs valeurs o; 
sin a; et de cos x, l'équation précédente devient 



sin3;(2Cos^3:— i)=:o. 
Le premier membre de cetie équation étant un produit de 
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deux facteurs, cette équation se décompose dans les deux 
siiivantes : 

1° t-\i\a;^=o, d'ofi x=k-!i; 

I v^ 

■i" cos^x=3-, doùcosa'=i± — 

A la valeur cos^^ — , correspondent les arcs compris 
dans la formule 

et à la valeur cos^c = , correspondent led arcs com- 
pris dans la formule 

371 

En résumé, on obtient comme solutions tous les arcs com- 
pris dans l'une quelconque des formules 

166. problème. Résoudre l'équation 

". tga,+ . 
Chassons le dénominateur, nous aurons : 



(■-lgî)lSX-.(,+t6Ï)=„; 

remplaçons tg^ par sa valeur en fonction de tg-, , 

et remarquons que dans le premier t«rme 1 — tg - est en facteur 
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au numérateur et au dénominateur ; l'équation devient, après 



simplifl 


.cation, 














.tg'^ 
i+tg^ 


-<■ 


+ ii 


'a/ 


ou, en 


chassant le dénominateur et ■ 


en ordonnant, 






tg^- 


+'s; 


■+. 


= (., 



équation dont les racines sont imaginaires. L'équation propo- 
sée n'a donc aucune solution réelle. 
167. Problème. Ilésovdre l'équation 



Remplaçons tg 3 a; par sa valeur en fonction de tga;, chassons 
le dénominateur et ordonnons ; l'équation devient 
3tg'a-' — 6tg=a:— 1 = 0. 

Cette équation du second degré en tg^a; a ses racines 
réelles et de signes contraires; h la valeur négative de lg';i' 
correspondent pour tga; deux valeurs imaginaires qui ne con- 
viennent pas; h la valeur positive de tg^a; correspondent pour 
tgîp deux valeurs réelles, égales et de signes contraires, qui 
conviennent toutes doux. On a ainsi : 



V^ 



'i±l^ 



S oit a le plus petit arc positif dont la tangente est é; 



tous les arcs c[ui satisfont à l'équation sont com- 
dans la formule 

i63. Problème, ficsoudre l'équation 
( 1 ) a sin 3; -|- ô ces ^ = c, 

iù a, b, e, sont des nombres donnés, positifs ou négatifs. 
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Premier procédé. Dhisons les deus membres de l'équation 
par u, nous aurons : 

i c 

(a) sma; 4--cosa;= — 

Posons : 

(3) igç=;. 

et prenons pour f l'arc positif, moindre que tt, qui satisfait à 
cette équalion ; ily en a un cl un seul. L'équation (a) devientalors 



nxcosip-l-Hin^ cos3:=^- 



(4) sin(a> + ^) = ^ooSï. 

L'équation (4) ne renferme plus x que sous une seule ligne 
trigono métrique, et de plus la formule qui donne sin [x -\- f) 
est calculable par logarithmes. 

Le calcul est donc le suivant: de l'équation (3) on déduit, 
au moyen des tables de logarithmes, la valeur de <p; si a et ft 
sont de même signe, on prend pour tp l'arc trouvé dans les 
tables ; si a et b sont de signes contraires, on cherche dans 
les tables l'arc tel que sa tangente soit égale à la valeur 
absolue de -, et on en prend le supplément. L'arc tp étant ainsi 
connu, on calcule au moyen des tables un des arcs x-\- f qui 
satisfont à l'équation (4); si « est l'arc ainsi obtenu, tous les 
autres arcs satisfaisant à l'équation seront compris dans l'une 
ou dans l'autre des formules 

x-\-f^= ïAti -)- a, ou x-\-f^= {'ik' + I ) '^ — « ' 
on en déduit: 

(5) x^^-ik-K-\-ai — tp, ou x=:{i.k'-\- 1)-!:^» — '^, 

kel k' titanf dos nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs. 
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Discussion. Pour que ie problème soit j 
dire pour que l'équation (i) puisse être vérifiée, il faut et il 
suffît que l'on puisse satisfaire à l'équation {/(), et comme cette 
équation détermine l'arc x-]-f par son sinus, il faut et il suffit 
que la valeur de ce sinus, - cos cp, soit comprise entre ■ — r et 
+ 1 . 11 faut donc que l'on ait : 



Mais, tg ijj ;= -; d'autre part cos'y^ TY"' 

cos^ !f = " a I lï' ^^ '^ condition précédente devient 



(6) c'-a'+i-; 

telle est la conditJon de possibilité cherchée. — Si la condition 
c" <a^ -j- b^ est remplie, on a deux séries d'ares distincts com- 
pris dans les formules (5) et satisfaisant à la question. — Si 
l'on a c^ ^ a'^ -f- b^, on a -^ cos^ ç = r , et par suite - cos tp est 
égal â+ I ou à. — i, suivant les signes respectifs de a, b,c. Si 
- cos 9 est égal à -|- 1 , on a a = -, et les deux séries d'arcs 
donnés par les formules (5) se réduisent à une seule 



qui doit être regardée comme une série double. Si -eos^p est 

éga! à — I , on a a = , et les deux séries d'arcs donnés par 

les formules (5) se réduisent à une seule 

qui doit être regardée comme une série double- — Entin si l'on 
a c3> a^-\-b^, le problème est impossible.- 
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Résumé de la discussion : 



= a^-{-/i^ 1 sÊriedouble ic:=afcr-| ifouœ^a/eTi tp 

\ é^a'-^-b' o solution. 

169. Second procédé. On sait (loa) que sina: et cosa: s'ex- 
priment en fonction rationnelle detg-; comme l'équation (i) 
est du premier degré par rapport h sinar et à cosa;, ai on 
remplace sinicetcosa; parieurs valeurs en fonction de tg-, on 
est ramené à une équation du second degré en tg— . Or on a : 

X ,x 

atg- i-tg>- 



i + l8=- ' + tg'- 

l'équation (1) deviendra, en substituant et en chassant le déno- 
minateur, 

(,) {c + bwl-,als'-+{c~b] = „. 

La seule condition de possibilité que doit remplir une valeur 
de tg - est qu'elle soit réelle; donc pour que le problème soit 
possible, il faut et il suffit que l'on ait : 

OU 



Si l'on a c^ <a^'{~b^,l&sd.&\i'i.va,c\n%5 i?:Yéq\io.\Àon{-])so'ai 

réelles et distinctes; si a est l'un des arcs correspondant à 

Cours de trigonométrie. 3 
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l'une des valeurs de tg -, si p est l'un des arcs correspondant h 

l'autre valeur de tg -, on aura, pour -, les deux séries de valeurs 

- — kic + a, ^ = jt'Ti-j-p, 

et par suite, pour x, les deux séries de valeurs 

x^ik-^-{-2a, ar=aft'it-|-2p. 

Si c^ = a^ -{- 6^, les deux racines de l'équation (7) sont éga- 
les ; on n'a plus qu'une série d'arcs, qui doit être regardée 
comme doublej 

Enfln ei l'on a c^ > a^ -]- b^, les racines de l'équation (7) sont 
imaginaires, et le problème est impossible. 
Résumé de la discussion : 

I c'<:a^-\-b^ a séries de solutions ) ,, . „ 

I c' = a'-\-b'' 1 série double x^iki: -\- ^a. 

^ e' > a" -|- ''' " solution . 

i;o. Problème. liêsoudre CéquaHon 
(i) atgx-J-écotx^fi, 

3, 6, c, étant des nombres donnés . 

Premier procédé. On peut ramener la résolution de cette 
équation à. la résolution d'une équation de la forme traitée pré- 
cédemment (168). Remplaçons tg x et cot x par leurs valeurs 
en fonction de sina,' et décos a; /l'équation devient, en chassant 
le dénominateur sin x cos x, 

a sin' x-^-b coo" x = c sin a? cos x ; 
multipliant par 2, et remarquant que 
2 sin' a; ^11 — coBïj;, acos^a^=i-|-cosa3:, asiniccos3;i=;sinaj;, 
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l'équation s'écrit : 

a [ I — cûs ait) 4" ^ ( I + cos 2») = c sin 3X, 
ou 

(a) CËin2X-\-{a — é) cos2a^=a-f- ô, 

équation <^u premier degré en sin 7.x et cos 2X. Appliquons le 
premier procédé du n" 1 68 ; nous poserons : 



nous prendrons pour (p l'arc positif, moindre que ir, qui satis- 
fait à cette relation ; nous aurons alors 

(i) ■ &in{iX -\-<f)= coBtp, 

équation qui donne ax -(-», et par suite »■; la condiLiun de pos- 
sibilité sera 



Si l'on a c'^> iab, on aura pour x les deux séries de valeurs 



« étant l'un quelconque des arcs dont le sinus est égal à 
— i— cosq>, — Si c^ ^ 4aé, les deux séries d'arcs se réduisent 
ô, une seule 

ou a:=:ftTt-| ou x=^ki^ — -- — , 

suivant que — — ^costf est égal ouà.+ i ou à — i. — Enfin si 
l'on a c^ <4a6, !e problème est impossible. 

171. Second procédé. Remplaçant, dans l'équation (i), cota; 

par sa valeur — , nous serons ramenés à résoudre l'équation 

•^ igx 

du second degré en tga:, 

(5) ats'x^cigx-\-6 = o; 
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tga: n'étant assujettie qu'ÈL la condition d'avoir une valeur 
réelle, la seule condition de possibilité est 
c^ — 4aô>o, 

et on retombe sur la discussion, précédente. 

173. Remarque. Au point de vue du calcul numérique, le 
premier procédé, dans ce problème ainsi que dans le problème 
précédent, est préférable au second, car les formules finales 
sont calculables par logarithmes, fait qui ne se présente pas 
dans le second procédé. 

173 .Problème. Résoudre Véquation 

(i) 3msin^a^ — 3(3m— i)sin3;+2[3m— = 

et discuter suivant ta grandeur du paramètre m. 

L'équation (i) admettra pour sina; autant de valeurs admis- 
sibles qu'elle aura de racines réelles comprises entre — i 
et + I. 

La condition de réalité est 

<,(3„_,)._,,,„(3,„-,)>„, 

OU 

3{3m— i){!n — 3)>o. 

Le premier membre de l'inégalité est un trinôme en m, dont 
le coefficient du terme en m^ est positif; pour que ce trinôme 
soit positif et, par suite, pour que les racines de l'équation (1) 
soient réelles, il faut donner à m soit des valeurs inférieu- 
res à-, soit des valeurs supérieures à 3; si m est compris 

entre -et 3 les racines de l'équation (i) sont imaginaires. 

Supposons les racines réelles, et comparons leurs gran- 
deurs Èi + ' ^t Èi — i ; désignons par /'{sin x) le premier 
membre de l'équation (1) et substituons à la place de sin^, dans 
/■(sin x), successivement — i et -f- i ; nous aurons : 
/■{— i)=i8»j — 5 

La valeur de f(i) est indépendante de m, elle est toujours 
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positive et égale à i ; le signe de f{ — i) dépend de la grandeur 
de m par rapport à—, valeur plus petite que-. D'autre part le 

signe des racines dépend du signe de la somme - — — ^ et du 



quables de m, rangées par ordre de grandenrs croissantes, sont 
donc 



i8 3 

1° m<o; f {i) étant pOsitif, et le coefïlcient de sin^ar étant 
négatif, I est compris entre les deux racines ; d'ailleurs ces 
deux racines sont positives ; donc la plus petite racine positive 
convient seule : une seule solution. 

a" o<m<— ; le coelTicient de sin'a; est positif; f [— i) est 
négatif, donc ■ — i est compris entre les deux racines; !a plus 
petite racine ne convient pas; quanta l'autre elle est positive, 
puisque le produit est négatif; et elle est plus petite que i, 
puisque /'(i) est positif; donc la racine positive convient seule : 
une solution. 

3° -T <"* <t; /{^ i) est positif, c'est-à-dire <iu même 
signe que le coefficient de sin^œ; donc — i est inférieur à la 
plus petite racine, ou supérieur à la plus grande ; d'ailleurs le 
produit de ces racines étant négatif, les deux racines sont de 
signes contraires ; donc — i est inférieur à la racine négative 
et par suite est inférieur aux deux racines. De même -|- ^ ^st 
supérieur aux deux racines ; les deux racines sont donc com- 
prises entre — i et -)- r : deux solutions, de signes contraires. 

4° ^ <'" <3 ; racines imaginaires : o solution. 

5° 3 <m; /(— i)et /(i) étant positifs, et le coefficient de 
sin^a^étant positif, chacun des nombres— i et-]-i est ou infé- 
rieur à la plus petite racine, ou supérieur k la plus grande; 
donc entre — i et -f r, il y a o ou a racines. Comparons — i 
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3m — 



la demi-somme ( 



; celte demi- 



somme étant positive, — I est inférieur aux deux racines ; d'ail- 
leurs cette demi-somme est plus grande que i , car de l'inégalité 

" ' ie, on déduit, en multipliant par m qui 



est positif, wi> ij condition remplie; les deux racines sont 
donc plus grandes que i . Aucune des deux racines ne convient, 
donc o solution. 
La discussion est résumée dans le tableau suivant : 



o <m< ^ 

5 I 



m < Une racine entre o et i,une supérieure k i 
une solution. 
5 Une racine inférieure h. ■ — i, une entre o et i 
i8 une solution. 

Une racine entre — i et o, une entre o et -|- i 
deux solutions. 



- < m < 3 Deu.t racines imaginaires; pas de solution. 
3 < m Deux racines supérieures à i ; pas de solution. 

i7.'i. Probii^me. Résoudre le système des deux équalions 



Puisque l'on connaît déjà la somme x-^y des deux arcs in- 
connus, il convient de chercher à calculer leur différence. Or, 
d'après les propriétés des rapports, de la seconde équation on 
déduit : 



_ S'" y _ 



n^-f siny 



SLii.T+sin^ (î-j-4 
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ou, d'après la formule établie au n" i i5, 
X — y 



Cette formule permet de calculer l'arc ; appelons 

- l'un quelconque des arcs qui satisfont à, la relation (a), on 



ajoutant et retranchant, on a : 
17^. Problème. Résoudre le système des deux équations 

W 1 ':-y=' 

' ' 1 Bin'rt + 5m-5 = »i. 

Multiplions la seconde de ces équations par 2, et remarquons 
que 

■2 sin'a:=; 1 — cosaï, asin^i/^=: i — cos^y; 

cette équation devient : 

a — (COS -iX ■{- COS ay) = 2 m, 

cos aa; -f cos 21/ = 2 ( 1 — mi , 
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OU, en rendant le premier membre calculable par logarîtlimes, 

acos(a:+î/)cos(a; — î/)=:a(i — m), 
d'où enfm, en vertu de la première des équations (i), 

Cette équation donne a;-(-)/;d'ailleursîa première des équa- 
tions (ij donne x — y; en ajoutant et en retranchant nous au- 
rons 23; et ly, et par suite a; et ?/ en prenant les moitiés. 

Mais, pour que l'équation (2) détermine l'arc x-\-y, il faut, 
puisque cet arc est déterminé par son cosinus, que l'on ait : 

(3) _,<i-:ii''<r. 

^ ' COSa 

Résolvons cette double inégalité par rapport h. m; nous devons 
distinguer deux cas suivant que coss est positif ou négatif. 
Supposons d'abord : 

cos«> o; 

nous pouvons multiplier les deux membres de chacune de ces iné- 
galités par cos a, sans changer leur sens, et nous en déduisons : 

(4) I — cos«<m<i-|-Cosa, 
conditions de possibilité cherchées. 

Sironacosa<o, en multipliant par cos a les deux membres 
de chacune des inégalités (3), les sens des inégalités sont chan- 
gés, et les conditions de possibilité sont : 

(5) 1 — cos«> m> I -|-cosa. 

En résumé, on voit que, pour que les équations admettent 
des solutions en x et y, il faut et il suffit que m soit compris 
entre la plus grande et la plus petite des deux quantités 

I — cos 01 et I + COS a. 

176. Problème. Résoudre le système des deux équations 

I sin 3; =:^ tg OL, sin (1/ + it) 

'■' ( 8m(.-i)=:f.ffln'?+cos(s+™), 

Oïl X lit 7 sont des arcs inconnus, o un arc donné. 
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Remarquons d'abord que l'on peut toujours supposer l'arc 
donné a compris entre o et ait, car les équations (i) ne chan- 
gent pas si on y remplace a par a-)- afrn, k étant un nombre 
entier quelconque positif ou négatif. Cela posé, considérons la 

seconde des équations (i); si nous y remplaçons asin' - par 
I — cosy, elle devient : 

sin [a — x)^i — cos y -{■ cos {y -\- la) 
= 1 — [coB?/ — cos(y+2a)], 

ou, en transformant en produit la différence des cosinus, 
(».) sin(a — a;)=i— 2sin{y+a)sin«. 

Or la première des relations (i) donne : 

(3) sin a sin (y + a) = cos « sin :c ; 

et, en remplaçant sin a sin (y -|- a) par cos a sin a; daus l'équa- 
tion (2), on a : 

sin (a — x]= i — a cos a sin x, 

ou 

sin (» — x) = i — [sin (h + a7) — sin {« — x)] , 

(4) sm{a + x)=:i. 

Cette dernière équation donne x; on en déduit : 

d'où 

(5) :,=,A., + ^_„. 

X étant ainsi connu, l'équation (3) nous donne : 
cosasina? 
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ou, en remplaçant sina^ par sin(ikTc-\ a) ouparcosa, 



Cette équation permet de calculer y. Si p est l'iin des angles 
dont le sinus est égal b. ~, , on aura pour y + « 

ou y + a=,7/^ + p, ou y-hc< = (.r+0^-p. 

d'oili, pour y; 

il) ou i/=2ft'7t4p — «, ou j/ = (aft"+i:)7r — p — «. 

Discussion. Pour que l'équation (6) détermine un sinus, il faut 
que la valeur de ee sinus soit comprise entre — i et 4- 1 , c'est- 
à-dire que l'on ait : 



-< I 



ou enfin en muUipliantpar sin^M, valeur positive, 

11 faut donc quo l'arc « soit tel que l'on ait : 

(8] sin'a — 3sin^«+r < o. 

Or, si l'on considère le trinôme ^^ — 3z-j- 1 , il a pour racines 

.. . ' ■■■ et — i— ^, ou 1 L_ I et l ~ — ! — I , pour que ce 

trinôme soit négatif, il faut douncr à s des valeurs comprises 
entre les deux racines ( ^ — ^j et f V ~^ ' J . Maissin^aesl 



toujours plus petit que i, et comme i est compris entre u 



V?— ■ 
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n:-^^ 



, pour que J'inégalitÉ (8) aoit vénfiée, il faut et il 



suffit que l'on ait: 

(9) (il=lj <Ar,'.. 

Soit a' le plus petit arc positif dont le sinus est égal à 
i— ni., arc compris entrée et ~; l'arc « étant supposé com- 
pris entre o et ax, on voit que, pour que l'inégalité (8) soit véri- 
fiée, il faut : 

on «' <a<5t— a', ou 5t + a' <«< aiî— a'. 

Si l'une ou l'autre de ces conditions est remplie, les équa- 
tions sont compatibles, et les valeurs des inconnues sont four- 
nies par les équations (5) et (7). Si aucune de ces conditions 
n'est remplie, les équations (1) sont incompatibles. 

Si « est égal à l'une des valeurs limites a' ou ■:; — a', l'équa- 
tion (6) donne : 

sin(»/ + M)=i; 

les deux séries d'arcs donnes par les formules (7) se réduisent 
à une seule 

qui doit être regardée comme une série double. 

Enfin, si « est égal à l'une des valeurs limites Tt-|- a' ou 
STC — o', l'équation (6) donne : 

sm(y + .) = -.; 

les deux séries d'arcs donnés par les formules (7) se réduisent 
à une seule 

y3=2/c'ir — - — a 
qui doit être regardée comme une série double. 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE V. 



[, Rendre calciilahles par logarithmes les expressions 
sin(a+6) sin (a+b) sin{a + b) sm{a + b[ 



a. Rendre calculable par logarithmes l'expression 
.i„(a + 6_c)-i-sin(6+e-«) + sin(« + a~6}-rin(a+6 + c). 
(Concours gé aérai.) 

!?. Rendre calculables par logarithmes les expressions 
sii,„ + sin6 + sinc_sin[a+6 + c), 
cosa + cos6-)-co3e-|-'^o^ (''+''+^)' 

4. Rendre calculable par logarithmes l'expression 

(àno+.inJ)(,mo-!inS). 

5. Rendre calculable par logarithmes 



o + oo!3a + coiS„ 
et plus généralument 

siiia + sin3o + sii]5>i+ + sin(îii— i)^ 

G. Calculer la valeur de l'expression 

■"'s:+"a+""l^+-+""i5 
s+s+l^+ +?s 

et chercher la limite de cette expression lorsque m crott indéfi- 
niment. 

7, Calculer la somme des carrés des sinus, ou des carrés des 
cosiaus d'arcs en progression arithmétique. 

8. Sachant que la somme « + * + " ^s'' ^S^'o ^ **''' rendre caku- 
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labiés par logarithmes les expressions 

Sina+sinfi + sin., .in « -|- sin 6 - sin c, 

cos«+cûs6+cosc+i, cosa + cosfi-cosc-.. 

9. Sachant que la somme a-\- b -^n est égale à-, rendre calcu- 
lables par logarithmes les expressions 

cos a -f- cos & -]- cos c, cos a + coa 6 — cos c. 

10. Rendre calciilaUes par logarithmes ies expressions 



«es 



. Démontrer que l'on a, quel que soil x, 

.. Vi5rifler ridenlilé 

*54-!' 4 
i3. Résoudre les équations 

V3tga! = usinai. 
3 tg a; = 2 cos x. 
3 tg a; = cot at. 



cot a; -|- cos œ = coséc a; — siii x. 
tg3ifl+4sin^io--3 = o. 

cos 2 3! ^ 

(Baccalauréat, Rennes.) 
{Baccalauréat, Bordeaux.) 
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, . „ , œ 'ix 

■sin aœ + sm3œ=4cos- • cosœ. cos — • 

(Baccalauréat, Brest.) 

(Baccalauréat, Monipeilier.) 

(Baccalauréat, Caen.) 
sin 73- — sin a; ^ sin 3x. 

(Baccalauréat, Bordeaun.) 



14. Sachant que l'on a 

tg(«+ic)tg(«-ie) = -^ 



i-|-iCOSaa 

(Baccalauréat.) 
i5. m désignant un paramètre arbitraire, résoudre et discuter U 
équations 

tgœ — cota; = m(siniB-f- cos«}. 
tga:tg3,T = m. 



lBxl8(:+«^)=». 



,»lgi = .ma,-.mM. 

raoos'x + (».»■- 01 + 1) sinai- 3»! + , =0. 

tga) — tg3a; = mtgïa:. 

si[ix lgx = m ^- 

4-le'î 

.il, (îx + .l + msin (»,-.) = „, sta(a, + .) + ,m(i<,-.) + ,i„» 

,lg'i=mtg(x+.)lg(ct-«). 

(Baccalauréat, Paris.) 
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(Baccalauréat, Montpellier.] 

(Sainl-Cyr, Oral.) 
m lg'(c~2(m-i)tg3ic+m-2 = o. 

{Saiiil-Gyr, Oral.) 

(Sainl-Cyr, Oral.) 
sin2;B-[~sin2 23;=ni. 

ïlj. Résoudre les systèmes d'équations simullanées à deux in- 
l siax-\-co%y^m 



' sécx-\-sécy (M)sccj/-|-c( 
' smx—lgy. 



x-\-,my = a 



(Baccalauréat, Pjns.) 



< cos X -1- cos y = 1 



t^ ai + tg y = a 
cot x-\- col y ^ b. 

coséc ai + coséc y =^b. 
[' + '=1 
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( siti (X + a) - sin {0^ _ ^) + a m cos = J .= A-, 

I a: sin (P — ;/) =: h. 

17. Étanl données les deus équations 

t sina;+sin!/=2psitia 
( cos3;-|-cosy = 2pcosa, 

former réc[uation qui admet comme racines tg- et tg ^^■ 

18. RÉsoudre les systèmes d'équations simultanées à trois i 
connues 

tg3!_tgV_tgl^ 

i cotg coty cota 

Jlga.lB!)=o 
(lgail<5î=S. 

(lgœ+t8î/ = rt 
!lgï+lgi = S 



ig. Éliminer œ entre les systèmes de deux ér^uations 



i « sin 3! -f- 6 ces œ 

|«'tg »+S'C0t!l! 
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( ^n 3J -[- cos a; =a 
{tg2X-\-cot^x=b. 
i. 2 smai(i-4-sin'a;} — cosx &\a-i.x=a 
la cosa!(i4-cos'''') — sinx C032iC=r6. 
■AU. Élaiit donnoes les deus équations 

^(i + sin^e — cosO) — î/sinQ(i + cose)=«(i4-cosO) 
S,(. + cos^Û}-a;sin0cos9 = «sin0, 
ou demande : i" de résoudre ces deux équations par lapport à a; et 
à y, a" d'éliminer8 entre ces deux équations. 

ai. Démontrer que le résultat de l'éliminatioa de x entre les deu>: 
équations 



peut so mettre sous la forme 

ai. Démontrer que le résultat de l'élimination de x entre les deu! 
équations 

Scos(»! + .)-«sii,(»!+.) = 2.coi!aj, 
peut se mettre sous la forme 



(ocra .+ 6™.) +(osm.-6oos.) ^(2,) . 
23. Éliminer œ ely entre les systèmes de trois équations 



+ tgy=tg« 

eot X -{- cot y z= cot p. 



tg~tg^ = tgi 
Cours de trigonomélrie. 
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/ DOS a: =1 oos K cos 27 
j cos y = cos p cos 2y 



~< étudier les varintioiis de Te 



aS. L'arc x croissant de o à ir, étudier les variations de l'expression 
tftalgœ+cota cot»;, 
a étant un angle donnS. 
lili. Maximum et minimum de l'expression 
I — cos^x— cos')/, 
sachant que l'on a : 

27. Trouver ie maximum et le minimum de l'expression 
3tgx-[-4cotœ. 

(Baooalaui'éat, Grenoble.) 
a8. Trouver le max.imuni et le minimum de l'expression 



(Baccalauréat, Montpellier.) 



maximum et minimum. 

{Baccalauréat, Toulouse.) 



Ig'*^ 



a" [Baccalauréat.) 



3j. Résoudre l'équation 
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CHAPITRE VI, 

nÉSOLTJTlOïV JJES TKIANGLES. 



S I. Relations entre les élf;meiiis d'im triangle rectangle. — g U. Relations 
entre les éléments d'un triangle quelconque. — § III. Résolution des 
lïkngles rectangles. — g IV. Résolution des triangles quelconques. — 
g V. Applications numériques. — g VI, Problèmes divers sur les trian- 
gles. — g VII. Quadrilatère inscriptible. — § VIIT. Application de la 
I ri son orné trie aux questions que présente le lové des plans. 



177. On distingue dans un. triangle sis dlémenls : trois eûtes 
et trois angles. On a vu, en géométrie, que lorsqu'on connail 
trois de ces six éléments, pourvu que l'un d'eux au moins soit 
un côté, on peut construire le triangle et, par conséquent, dé- 
terminer les trois autres éléments. Mais, ces constructions gra- 
phiques n'étant pas susceptibles d'une grande précision, la 
détermination, par ce procédé, des éléments inconnus ne pour- 
rait se faire qu'avec une approximation assez grossière. 

A Taide des lignes trigonométriques, on peut, connaissant 
trois éléments d'un triangle, dont un côté, calculer les trois 
autres; c'est ce qu'on appelle résoudre le triangle. La résolu- 
tion des triangles repose sur certaines relations entre les lon- 
gueurs des côtés d'un triangle et les lignes trigonométriques 
des angles de ce triangle. 

Soit ABCuntriangie; nous désignerons par A, B,C, les angles 
du triangle, évalués en degrés, minutes et secondes, et par a, b, c, 
les nombres obtenus en mesurant avec la même unité de lon- 
gueur les côtés BC, AC, AB, c'est-à-dire les côtés opposés res- 
pectivement aux angles A, B, C. Dans le cas d'un triangle 
rectangle, nous appellerons A l'angle droit ; a sera la mesure 
de la longueur de l'hypoténuse. 
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g I. — Relations kntkb liîs éléments o'ufi ■chwkglb rectangli;. 

178. Théorème. Dans un triangle rectangle, chaque côté 
de l'angle droit est égal à t hypoténuse multipliée par le sinus de 
F angle opposé. 
Soit ABC un triangle rectangle (fig. 55), A étant le sommet de 
l'angle droit. Dupoint B comme 
centre, avec un rayon égal h 
l'unité de longueur, décrivons 
une circonférence ; soient M et 
N ceux des points de rencontre 
de cette circonférence avec les 
côtés BG et BA. du triangle qui 
sont placés sur BG et sur BA 
respectivement du même côté que les points G et A par rap- 
port au point B. Abaissons du point M la perpendiculaire MP 
sur BA; si nous regardons le point N comme l'origine de 
l'arc qui mesure l'angle ABC, on voit que PM représente, 
en grandeur et en signe, le sinus de l'angle ABC, puisque 
ce sinus est positif. Les triangles semblables ABC, PBM 



Fig. 5â. 



donnent : 


AC BC 
PM BM' 


AC^I>, 


PM = sinB, BG 


on a donc : 

On aurait de même 


ô = asinB. 



c = a sin G. 

179. Corollaire. Dans un triangle rectangle, chaque côté 
de l'angle droit est égal à l'hypoténuse multipliée par le cosinus 
de l'angle compris entre ce côté et l'hypoténuse. 

En effet, les angles B et G étant complémentaires, on a 

sin B = cos C et sin G = cos B, Les formules précédentes peuvent 

donc être remplacées parles suivantes : 

ô = (ieosC 

c=:ocosB. 
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180. Remarque. Ce Corollaire a déjà, été établi n" 77, et 
démontré directement. 

181. Vliéorème. Dans un triangle rectangle, chaque côté 
de l'angle droit est égal à l'autre côté de Pangle droit multiplié 
par la tangente de l'angle opposé au premier côté. 

Soit ABC le triangle {fig. 56); décrivons du point B comme 
centre une circonférence, avec 
un rayon égal à l'unité de lon- 
gueur ; soient M et N ceux des 
pointa de rencontre de cette 
circonférence avec les côtés BC 
et BA du triangle qui sont placés 
sur BC et sur BA respectivement 
duméme côté queles points C et 

A par rapport au point B.AupointN menons la tangente à. l'arc 
HN jusqu'à sa rencontre en T avec BC. Si l'on prend comme ori- 
gine de l'arc qui mesure l'angle ABC, le point N, on voit que NT 
représente en grandeur et en signe la tangente do l'angle ABC, 
puisque cette tangente est positive. Les triangles semblables 
ABC, NBT donnent: 

AG_BA, 

NT~BM' 



on a donc : 

On aurait de même : 



c^b tgC. 



i8a. Corollaire. Dans Un triangle rectangle, chaque côté 
de l'angle droit est égal à Vautre côté multiplié par la cotan- 
gente de l'angle aigu adjacent au premier côté. 

Rn effet, les angles B et C étant complémentaires, on a 
tgB=cotC, tgG = cotB, et les formules précédentes peuvent 
être écrites 

b^c coiC 
c = icotB. 

183. Remarque. Nous avons ainsi établi huit relations enire 
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les côtés et les angles d'un triangle rectangle ; d'autre part la 
géométrie nous fournit les deux relations 
B + C^go" 

ce qui nous donne lo relations entre les 5 élOmenls o, i, c, 
B, C. Or un triangle rectangle est complètement défini lors- 
qu'on se donne a de lcs 5 quantités dont un côté ; 3 rela- 
tions suffisent pour déhnir les 3 autres éléments, et par suite, 
parmi les lo relations, 3 seulement sont distinctes, les 7 
autres étant les conséquences de celles-ci comenablement 
choisies. 

Ainsi les trois relaliona 



\ e=:asinC 
I B + G = 9oO 
sont distinctes, et de ces formules on peut déduire toutes les 
autres. En effet, de B -f- C = 90", on déduit : 

C=9o«-B, 
et par suite 

c=:acosB; 
donc 

- = ^ = tgB; t^-fc^ = <ï^(8in^B + cos^B) = aS 
e cosB = ' ' ^ i ' ' 

et ainsi de suite. Il est bon de remarquer que par le calcul pré- 
cédent nous no démontrons pas le théorème du carré de l'hypo- 
ténuse, car la relation fondamentale sin^ B -|- cos^ B ^ i , dont 
nous nous servons, a été établie en s'appuyant sur ce théorème. 

§11. — Relations entre les éléments d'un trl4.hgle quelconque. 

184. Théorème. Dans un triangle, le carré d'un côté est 
égal à la somme des carrés des deux autres côtés moins deux 
fois le produit de cescâtés par le cosinus de l'angle qu'Us com- 
prennent. 

Nous distinguerons deux cas : 
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i" L'angle A est un angle aigu [fig. 57) ; du sommet G abais- 
sons la perpendiculaire GH 
sur le côté AB; AH est la 
projection du côté AG sur 
le côté AB; or, d'après le 
théorème de géométrie élé- 
mentaire relatif au côté 
d'un triangle opposé à un 
angle aigu, on a : 

BG' = ÂG' + ÂB' — aAB.AH, 

OU 

a2 = ô=-(-c^ — 2C.AH. 

Dans le triangle rectangle ACH, on a : 
AH^^ÔcosA; 
^b'^-\-c^ — ibc cos A, 



ou a donc : 




c'est la formule qu'il s'agissait 
de démontrer. 

2° L'angle A est un angle 
obtus [fg. 58); abaissons encore 
du sommet Gla perpendiculaire 
CH sur le côté AB; d'après le _ 
théorème de géométrie relatif 
au côté opposé à un angle 

obtus, on a: 

BC' = AG'+AB^+2AB.AH, 
ou 

a= = È= + c=-|-ac.AH. 

Dans le triangle AGH, rectangle en II, on a : 

AH = ScosCÂH"=ôcos(i8o° — A) = — icosA; 
en remplaçant, on a donc : 



i' + c' 



afac, 



formule cherchée. 
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i85. Théorème. Bans un triangle, un côté qitelconque est 
égal à la somme algébrique des produits obtenus en multi- 
pliant chacun des deux autres côtés par le cosinus de l'angle 
qu'il fait avec le premier. 
Considérons le côté BG; nous distinguerons deux cas, sui- 
vant que les angles adja- 
cents B et G sont tous les 
deux aigus, ou suivant que 
l'un de ces angles est obtus. 
Dans le premier cas, les 
angles B et G étant aigus 
ifig. Sg), si du sommet A 
nous abaissons la perpen- 
iedH de cette perpendiculaire 




diculaire AH sur le côté BG, le 



se trouve compris entre B et G, et on a: 

BG = BH + CH, 
Or, dans les triangles rectangles ABH, ACH, on a : 

BlI = c eos B, GH — ô cos G, 
d'aiîlcurs BC est égal à a ; on a donc : 

rt^$cosG-|-ccosB. 
j^ Dans le second cas, supposons 

l'angle B obtus {fig. 60) ; alors 
le pied H de la perpendicu- 
laire abaissée du sommet A sur 
le côté BC est sur le prolonge- 
ment du côté BC au-delà du 
point B, et on a: 

BlI. 

Les triangles rectangles AGII, ABH donnent : 

GH = icosG 

BH = ecosSBH = <^cos(i8o° — B) = — ccosB; 
d'ailleurs BC est égal à a; on a donc : 

n^icosC + ccosB, 
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m 



c'est-à-dire la même relation que dans le premier cas. 
i86. ii«mai-quo. Si on considère, dans un triangle ABC, les 
deux contours BAC et BC qui ont les mémos extrémités B et C, 
et si on les projette orthogonalement surBC, on a, d'après le 
théorème des projections (72 et 78), 

a = c COB B-j-ù cos C, 

c'est-à-dire la relation établie au n" précédent; cette relation 
exprime donc que: Dans un Inangle ABC, un côté BG est égal 
à la somme algébrique des projections des côtés BA, AG sin' BG. 
187. Théorémi!. Dans un triangle, les côtés sont propor- 
tionnels aux sinus des angles opposés. 

Première démonstration. Soit ABC le triangle considéré, je 
dis que l'on a : 

a ^ è 
sin A sin B 

En effet, abaissons du point C la perpendiculaire CH sur le cMé 
AB ; le pied H de cette perpendiculaire peut se trouver entrn 




Kg. 61, Fig. 63. 

A et B, ou a l'extérieur de AB. Dans le premier cas ( 
les deux triangles rectangles ACIl, BCH donnent 

GEI^SsinA, CH = asinB, 



d'où 



6 sin A = 



Dans le second cas {fig. 62), îes triangles ACH, BCH donnent : 
CH = ô sin CAÎI = * sin ( 1 80° — A) = h sin A 
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On clcmontreraU de même que l'on a: 

sinA~siiiC ' 
on a donc en dcfïnilive : 



siuA siniS sinC 

ce qui démontre lethcorcme. 

Seconde démonstration. Considérons le triangle ABC et le 
cercle circonscrit à ce triangle; soit son centre et soit R son 
rayon {fig. 63 et 6,'f). Prenons le mUieu I de l'arc BC compris 




Fig. G.Î. 



Kg. 64. 



entre les côtés de l'angle A, et menons !a droite 01; celte 
droite est perpendiculaire h la corde BC, et le point H où elle 
la rencontre est le milieu de cette corde. Dans le triangle rec- 
tangle OHB, on a : 

BH=0B8inB0H. 

BH est égai à - ; OB est égal au rayon R du cercle. Quant à 
l'angle BOH, il est égal à l'angle BOI si l'angle A est aigu 
{fig. 63), et il est égal au supplément de l'angle BOI si l'angle A 
est obtus {fig. 6,'i) ; dans les deux cas, le sinus de l'angle BOH 
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est égal au sinus de l'angle BOI. Or, l'angle au centre BOI a 
pour mesure l'arc RI, moitié de l'arc compris entre les côtés 
de l'angle inscrit A, donc 11 est égal h l'angle A, et l'on a, dan? 
les deux cas, 

:=RsLnA, 



On démontrerait de même que l'on a : 
On a donc enûn ; 



188. Coi-oiiairc. Cette seconde démonstration nous mon- 
tre que la valeur commune des rapports -: — r-, -. — ;^, -: — -, 

^ ^' sm A smB sm C 

est égale au diamètre du cercle circonscrit, ou que : Chaque 
celé d'un triangle est égal- au diamètre du cercle circonscrit 
multiplié par le sinus de l'angle opposé. 

189, Kemarqne. Dans un triangle, il y a 6 éléments, 
3 côtés et 3 angles; on a vu, en géométrie, qu'il faut 3 éléments, 
dont un côté, pour déterminer un triangle; donc entre les 6 
éléments, il doit exister trois relations distinctes et trois seule- 
ment. 

Considérons le groupe des trois relations 

/' a=:^Ô^-fc^ — aSccosA. 

(m) I ô^ =^ a" -\- c'' — aaccosB 

' c^=:a^-\-b^ — 2(ïècûsC, 

qui résultent du premier théorème; ces 3 relations sont évi- 
dcmmentdistinctes. 
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Soit en second lieu le groupe des trois relations 
f (t^=ôcosC-f-ccosB 

{ c = acosB-|-écoaA, 

qui résultent du second théorème, appliqué successivement aux 
trois côtés du triangle. 

Enfin considérons le groupe des trois relations 

/ a /' c 

(ï) I sinA sin B sin G 
( A + B + C=i8o", 

résultant du troisième théorème, auxquelles on a adjoint la rela- 
iion entre les trois angles du triangle, fournie par la géométrie. 

D'après la remarque précédente, ces 9 équations doivent se 
réduire & trois équations distinctes. Nous allons démontrer que 
si a, b, c, sont des quantités positives ou négatives, mais non 
nulles, et A, B, C, des angles quelconques satisfaisant soit au 
système {«) soit au système (P), ces deux systèmes («) et (fl) 
sont équivalents ; nous démontrerons ensuite que, si on con- 
vient de ne considérer dans les formules (p) et (y) que des an- 
gles positifs et moindres que 180°, et si de plusu, 6, c, sont des 
quantités essentiellement positives, les systèmes (p) et (y) sont 
équivalents; nous en conclurons que, avec les mêmes restric- 
tions, îes systèmes (a) et (y) sont équivalents. Nous démontre- 
rons enfln que si trois longueurs a, b, c, et trois angles A, B, C, 
positifs et moindres chacun que rSo", satisfont àl'un quelconque 
des groupes (a), (P), (y), ces trois longueurs et ces trois angles 
sont les six éléments d'un triangle. 

190. vhéorèmu 1, Si a, b, c, sont des nombres positifs ou 
négatifs mais non nuls, si A, B, G, sont des angles quelconques, 
les systèmes (o) et (p) sont équivalents. 

Pour le démontrer, nous allons faire voir que, avec les res- 
trictions de l'énoncé, si on suppose le système («) vérifié, le 
système (P) l'est aussi, et réciproquement que, si on suppose le 
système (p) vérifié, le système (a) l'est également. 

! système (o) vérifié; ajoutons membre à 
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membre les deux dernières équations de ce groupe, on obtient 
i= -|- c^ = aa^ -\'b^-\-é — 2a [b cos G + c cos B), 

ou, en réduisant et divisant par a, quantité différente de zéru 
par hypothèse, 

a=:icosC + ecosB, 

c'est la première équation du groupe (fi) ; on obtiendrait de 
môme les deux autres équations (p); donc, dans ces conditions, 
si le système (a) est vérifié, le système (3) est également vérifié. 
3° Supposons inversement que, avec les mêmes restrictions , 
le système (^) soit vérifié ; multiplions la première des équa- 
tions du groupe par a, la seconde par — à, la troisième par 
— c, et ajoutons, nous aurons, en simplifiant, 

«-— b^ — c^ = — aie cos A, 
a^ ^ b'' -\- c^ — 3ÔC cos A. 

On retrouverait de même les autres formules du système (a). 
Donc, dans les conditions indiquées ci-dessus, les deux sys- 
tèmes («) et (^) sont équivalents. 

igi. Théorème II. Si a, b, C, sont les mesures de trois lon- 
gueurs e(si A,B,G, sont trois angles positifs et moindres chacun 
que i8o", les systèmes (^) et (y) sont équivalents. 

l' Si le système (|3) est vérifié avec les restrictions précédentes , 
lcsy8tème(Y)restégalemcnt.Proposons-nousd'abordde déduire 
du système [?•) la relation 

sinA sinB 

du système (y). Remarquons que cette relation ne contient ni c, 
ni G ; nous sommes donc conduits à éliminer e et C entre les 
trois équations (^). Éliminons d'abord G entre les deux pre- 
mières; à cet effet, multiplions les deux membres de la pre- 
mière par a, les deux membres de la seconde par b, et retran- 
chons membre h membre, nous aurons : 

a^ — è^^c[acos'B — 6 cos A). 
Puis éliminons c entre cette équation et la dernière équation 
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du système (p); nous aurons : 

^2 — è^ z= [a cos B-j-b coa A] (a cos B — b cos A), 
ou 

a^ — fi^ = a^ nos^ B — i^ cos^ A, 

ou, cnrempliiçaiil i ^cos^Aparsin^Aet i — cos^Ii par sin^I 
ou encorii 



Extrayons les racines carrées, et remarquons que a et è sont 
positifs par hypothèse, que sinA et sinB sont positifs puisque les 
angles A et B sont positifs et moindres que 1 80° ; on aura donc : 



ce qu'il fallait de'iîiontrer.' On aura de même: 

J^=^. et -^=^-. 
sio A sin G sin B sin G 

d'où 

a _ é _ f 
sin A ~ sïnB ~ sin C' 
11 reste h démontrer que la relation 
A + B + C^iSo' 
est une conséquence des formules (P). Nous venons de mon- 
trer que, dans les conditions de l'énoncé, si les relations (P) sont 
vérifiées, on a : 

_a____J_ _ c 
sinA sinli sinC 

Remplaçons dans les relations (p) qui sont supposées vérifiées, 
et qui sont homogènes en a, b, c, ces quantités a, b, c, par les 
quantités proportionnelles sinA, sin B, sinC; nous aurons : 
sin A = sin B cos G -|- sin C cos B 
sin lï = sin G cos A -j- sin A cos G 
sinG = sinAco3B + sinBcosA, 
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(0 smn = sin(A+C) 

( sinG = sin(A + B). 

Or, chacun des angles A, B, C, étant positif et moindre que 
180°, la somme de deux quelconques d'entre eus est positive et 
moindre que 360° ; nous savons d'autre part que si deux angles, 
positifs et moindres que 36o°, ont même sinus, ces deux angles ou 
bien sont égaux , ou bien sont supplémentaires. Or on ne peut pas 
iivoir simultanément : 

A:=B + C 

B=A + C 
G=:A + n; 

car on un déduirait, en ajoutant, A -j- B -|- C ^=: o, ce qui est 
impossible. Il faut donc, pour l'une au moins des égalités (i), 
que les angles soient supplémentaires ; mais si par exemple 

B + G=i8o'' — A, 
d'où l'on déduit : 

A + B + G=iHo°, 

les deux autres relations sont vérifiées. Donc les relations (P) 
exigent, avec les restrictions de l'énoncé, 

A-f-B + C=i8o=, 

c'est-à-dire la troisième des équations {y). 

a° Réciproquement, dans les conditions de l'énoncé, si les 
relations (y) sont vérifiées, les relations (P) le sont également. 
Proposons-nous de déduire des relations (y)la première des rela- 
tions (P) ; il faut pour cela entre les relations (y) éliminer A ; 
or on a, d'après les propriétés connues des rapports 

abc :&cosC-f-ccosB ôcosC-l-ccosB 

sinA sinB~~sinC sinBcosC-]-sinCcosB sin(B4-G] 
Mais de la troisième équation (y) on déduit : 
B-t-G=i8o°~A, 
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d'où 






sm(B + C) = smA; 


on a donc : 






a icosC + ccosB 
sinA sinA 


d'où 






a=4cosC + ccosB, 



c'est-à-dire la première des relations (|5). On (ibtiendrait de 
même les deux autres. 

Il résulte des deux parties de la démonstration que, dans 
les conditions ci^dessus énoncées, les systèmes (p) et (y) sont 
équivalents. 

19a. Vhëorème HI. Si a, b, c, sont les mesures de trois lon- 
gueurs, et si A, B, C, sont trois angles positifs et moindres chacun 
que 180", les systèmes {«) et {■/) sont équivalents. 

En effet, nous venons de voir qu'avec les restrictions de 
l'énoncé, les systèmes (p) et (y) sont équivalents ; d'autre 
part, dans ces mêmes conditions ^artiCM/ières, les systèmes (a) 
et (^) sont équivalents; donc, dans ces mêmes conditions, les 
systèmes (a) et (y) sont équivalents. 

193. Théurème IV Si trois longueurs positives a, b, c, et si 
trois angles A, B L tels qi e chacun estpos tif et moindre que 
180°, satisfont a ix équat o s di' V n des systèmes («), (p), (y), 
ces longueurs et ces angles ont les ele e ts d n triangle. 

En effetj cei 1 \ grandeurs sat fai'iint aux équations de 
l'un des trois sytèmes éq ^ tient («) (p) et (y), satisfont par 
cela même aux équations du système («j. Or, i^-j-c^ — aèccosA 
étant moindre que b^-\-c^-i- ibc, c'est-à-dire moindre que 
(è -\- cy, la première de ces relations fait voir que l'on a : 

a<t + c; 

on déduit de même des deux autres ; 

b<a + c; 

c<a-l-b. 

Chacune des longueurs o, ô et c, étant moindre que la somme 
des deux autres, on peut construire un triangle dont les côtés 
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sont a, b et c. Soient A', B', G' les angles de ce triangle; on 
aura, en vertu du théorème du n° 184 : 

a^^b^-^c^ — ihc cos A'. 
On a déjà, par hypothèse : 

a^ = b^ -\-c^ — aêe cos A, 
et, en comparant ces deux relations, on en déduit : 
cosA=:cosA'. 

Les angles A et A', étant positifs et moindres que 180° et 
ayant le même cosinus, sont égaus. On verrait de même que 
l'angle B est égal à. l'angle B', et l'angle C égal à l'angle C. 
Donc les six grandeurs données sont les six éléments d'un 
triangle. 

194. Bemurque. 11 résulte de là que, toutes les fois qu'en 
résolvant un triangle, c'est-à-dire en calculant les côtés et les 
angles, on se sera servi de toutes les formules d'un seul des 
trois groupes (a), (p), (y), il sera inutile de vérifier que les cô- 
tés sont tels que chacun d'eux est moindre que la somme des 
deux autres, et, si on ne s'est pas servi des trois relations (y), 
il sera inutile de vérifier que la somme des trois angles vaut 
180°; les conditions de possibilité du triangle sont forcément 
remplies, comme le théorème IV le démontre. 

g m. — Résolution des triangles rectangles. 

igS. La résolution des triangles rectangles présente quatre 
cas. On peut donner : 

1° L'hypoténuse avec un côté de i'augle droit ; 

2° L'hypoténuse avec un angle aigu ; 

3° Un côté de l'angle droit avec un angle aigu; 

4° Les deux côtés de l'angle droit. 

196. Premier eug. On donne V hypoténvse a avec un celé de 
l'angle droit b ; calculer les angles B, C et le côté c. 

On détermine les angles par la formule : 

(i) sinB = cos G = -, 

Cours de trigonométrie. i I 
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fit le côté c par la formule : 

Comme l'angle B est donné par un sinus, on trouvera pour 
B deux valeurs supplémentaires ; mais, l'angle B étant aigu, on 
ne devra prendre que celle des deux valeurs qui est plus 
petite que 90°. Pour rendre la formule (a) calculable par loga- 
rithmes, on remplace la différence a^ — 6^ par le produit 
{a-\-b){a — h), et on a: 

et, en prenant les logarithmes : 

logc = ^[log(a + 6) + log(a-*)]. 

197. Remarque. Lorsque le rapport - est très voisin de 

I , l'angle B diffère peu de 90° ; dans ce cas, si l'on déduit 
l'angle B de la valeur de son sinus, on n'obtient l'angle qu'avec 
une approximation insuffisante. II est préférable alors de cal- 
culer l'angle C par la formule suivante : 



is;=v/- 



!!l=V 



^^^^ 



L'angle C étant calculé, on obtient l'angle B en prenant le 
complément de l'angle C. 

19S. Deuxième cas. On donne l'hypoténuse a et l'angle aigu 
B, et l'on demande de calculer l'angle C et les deux côtés de 
l'angle droit b et c. 

L'angle C est le complément de l'angle B : 
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On obtient les côtés de l'angîe droit 6 et c par tes formules 
calculables par logarithmes : 



my. Troisième cas. On donne un côté de l'angle droit b 
et l'un des angles aigus, B par exemple; calculer l'autre angle 
aigu G, l'hypoténuse a et l'autre côté de l'angle droit c. 

L'angle C est le complément de l'angle B; 

l/hypoténuse a et le côté e sont donnés par les formules . 



ïoo. QnutrlÀme «as. On donne les deux côtés de l'angle 
droit b et c; calculer les angles B et C, et l'hypoténuse a. 
On calcule les angles B et C par les formules : 

(i) tgB = cotG= . 

Connaissant les angles, on calcule l'hypoténuse a par la 
formule : 



^ui, liemarquc. On pourrait aussi déterminer directement 
l'hypoténuse du triangle sans calculer les angles, 11 suffirait 
d'employer la formule : 

{'i) a = y/b^+?. 

Mais cette formule n'est pas calculable par logarithmes; aussi 
on préfère employer le premier procédé. 

On peut cependant se proposer de rendre la formule (3) 
calculable par logarithmes, en employant un angle auxiliaire. 
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A cet effet, on éfrit cette formule sous la forme suivante : 



et on pose : 

(1) 



V' 



(5) ^^ fty/i+tg^y ^ b 

tgff sin^ 

On calculera l'angle auxiliaire ? par la formule [!^]■, puis 
ensuite on calculera a par la formule (5). Mais il est à remar- 
quer que l'angle auxiliaire ç est précisément l'angle B du 
triangle, de sorte que ce second procédé conduit identique- 
ment aux mêmes calcula que le premier. 

§ IV. — RÉSOLCTIOA' DKS TRIANGLES QUELCONQUES. 

2oa. La résolution des triangles quelconques présente quatre 
cas principaux. On peut donner : 

(" Un côté et deux angles ; 

2" Deux côtés et l'angle compris ; 

3° Deux côtés et l'angle opposé k l'un d'eux ; 

4° Les trois côtés. 

2o3, Premier cas. On donne un côté a et deux angles B 
et G; on demande de calculer l'angle A, les câlésb et e, et 
l'aire S du triangle. 

L'angle A est le supplément de la somme des angles B et C : 

A=i8o<' — (B + C). 
Des relations 

a _ /> _ c 
sinA sinB ainC 
on déduit les formules : 

asinB _ flsinC 

sinA ' sinA ' 

qui permettent de calculer 6 et c. 
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ao4. Pour évaluer la surface S du triangle, abaissons, du 
sommet A, la perpendiculaire Ail sur BC [fig. 65). On a : 

S='aXAH. 

a sin B 
Or, AH = * sin C; et, en remplaçant b par - .- ■ — , on a : 

a sin B sin G ; 



donc enfin 



S = - 

a sin A / 

Kg. Go. 



a sin A ' 
formule calculable par lo- 




garithmes, 

ao5. Pour quel'angle calculé Asoit positif, il faut que lasomme 
des angles donnés B et G soit moindre que 180". Cette condi- 
tion remplie, le problème est toujours possible et n'admet 
qu'une solution. Ce fait, qui a été démontré en géométrie, ré- 
sulte encore de ce que les grandeurs données a, B, G, et les 
grandeurs calculées A, b, c, vérifient les équations du sys- 
tème (y)) et sont par conséquent {chaque angle étant moindre 
que 180°), les six éléments d'un triangie(i93). 

ao6. Deuxième «w. On donne deux côtés a, b, et l'angle 
compris C, et l'on demande de calculer les deux angles A et B, 
le troisième côté c, et la surface S. 

La somme des angles inconnus A et B est le supplément de 
l'angle donné C; donc 

A-|-B=i8o° — G, 
d'où 

A+B_ „_C 

On cherche la demi-différence de ces angles ; h. cet effet, de 
Ifl- relation 
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on déduit, d'après les propriétés des rapports, 

a _ i _ a — h _ a-^h 
sinA sinB sinA — sinB- sinA-j-sinB 
d'où 

a — h sinA — sinB 



a + i sin A + si 
Or, nous avons vu (i-'iS) rjue 







sinA + sJnB A + B' 


on a donc 








'»"S^ a-J 




tan/t" " + * 


d'où 
(0 




A — B a — h A + B 
tang -^ = ~P tg — L- - 


Cette 


formule 


permet de calculer ; et comme on 



déjà , on en déduit aisément A et B. 

Connaissant les angles A etB, on calculera le côté c par la 
formule 



207. Le problème est toujours possible et n'admet qu'une 
solution. Ce fait, démontré en géométrie, résulte encore de ce 
qae les grandeurs données a, b et G, et les grandeurs calculées 
A, B, c, vérifient les équations du système (y), et sont par con- 
séquent, chaque angle étant positif et moindre que 180*, les 
six éléments d'un triangle (iqS). 
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ïo8. Bemavqae I. Pour calculer c par la formule (2} on 
devra employer trois logarithmes nouveaux, savoir : log a, 
log sin C, et log sin A. On peut remplacer cette formule 
par une autre dans laquelle, au lieu de log a, on introduit 
log {« + *}, logarithme qui a dùjà servi dans les calculs 
précédents. On a en effet : 

c. __ a _ h _ a-\-b 
^hTc™ shiA^ i^inB ~sinA-l-sinB' 









sin A 4- si 


nB 










et. 


1 en remplaçant 


sin 


A + sinB pa- 


,■2 sin 


A+B 


A — 


lî 


et 


sir 


. C C 
bC par ism-cos-. 
















c 


==. 


.(.+ .)sin^ 


C 
cos- 


t' 










. A + B 


A-^l 










ism cof 


' - 










si 


l'on remarque 


que cos - est égal à 


siu '^ + '^ 


, on 


a, 


en 


simplifiant, 




(a + 6) si 


C 











formule qui n'exige que deux nouveaux logarithmes. 

ao9. R«inaT4ne II. On pourrait se proposer de déterminer 
directement le troisième côté c, sans calculer les angles A et B ; 
on emploierait alors la formule 

c^ = a= + 6^ — aaficosC. 

Mais cette formule n'est pas calculable par logarithmes, et 
si on veut la rendre calculable, on est ramené, eu employant 



y Google 



)68 COURS DE TRÎGOHOMÉTRIlî. 

le moins d'angles auxiliaires possible, à un calcul identique ou 
équivalent au calcul que l'on fait en se servant des angles cal- 
culés. 
A cet effet, on remplace, dans cette formule, cosC par 

cos^— — sin^-, et a'-|~^* P'^i' 1'' quantité égale 

(aa-j-;.2) ^cos2-+ sin^i^V 
On a ainsi : 

c-'=^[a^-\-o^] cos^--f-sm-'- I —-laoi cos^ sm''- I, 

ou 

(,■' ^ (a — by cos^ — h (" + ^T sin^ -, 



Posons : 

(4) 
nous aurons : 



a — 6 C 



= („ + S).,i„. (,+lg.,), 





sin=~ 


ou enfin 


. 


(5) 


'^ = («+i)^^ 



Cette dernière formule est calculable par logarithmes ; mais 
pour l'employer il faut calculer l'angle auxiliaire <f. Or, on 
voit, par la comparaison des formules (i) et (4), que l'angle f 

est précisément l'angle .■ — -—que Von aurait calculé par le 
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procédé ordinaire, puisque, étantégaJàgo" — — , cot-es 



; d'ailleurs la formule (5) est identique h la 




égale à tg 

formule (3), Donc ce second 
procédé conduit aux mêmes 
calculs que le premier. 

2IO, Pour évaluer la sur- 
face S du triangle, menons, 
du point A-, la perpendicu- n 
laire AH sur le côté BC 
{fig. 66). On a : 

S=-aXAH, 
donc 

(6} a=^-aSsinU. 

Mil. Si l'on désigne par R !e rayon du cercle circonscrit, 
on a : 

et, en remplaçant sin G par— dans la formule précédente, on 
obtient Ja formule remarquable 



(7) 



4R 



aia. Lorsque l'on voudra dans. Ce cas résoudre un trian- 
gle, il conviendra, si l'on n'a pas besoin d'évaluer la surface, 
de calculer le côté c au moyen de la. formule. (3) ; car pour 
calculer c il suffira de calculer deux nouveaux logarithmes, 

iogsin - on logcos — ■ — qui se trouvent, dans les tables, à la 



même page et à la même ligne que log tg 



A.+ I 



que l'on a déjà 
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calculii, etlog cor , qui se trouve à la mSmc page et sur î.-v 

A — B . . , , j A — U 

même ligne que log tg qui a servi au calcul de 

Si au contraire on doit calculer la surface S, la formule (a) sera 
préférable pour le calcul de c, car pour calculer la surface il 
suffira de calculer un nouveau logarithme seulement, log b. 

2i3. Cas particDiier remarquable. II arrive quelquefois que 
les côtés a et ô sont connus seulement par leurs logarithmes ; 
dans ce cas, il est inutile de revenir des logarithmes de ces 
côtés à leurs longueurs, pour résoudre le triangle. 

Pour cela on écrit : 



A— B a—b A+B a A+B 



on pose 



Iogtgï = iog6 — logrt, 

ce qui donne l'angle ç, et ou a : 

A-B i-tsï, A + B 

ou ([.',7) 

A — B , „ , A + B 

tg— — =tg{/,5"-(f.>tg-^-. 

Si on appelle a le plus grand des deux côtés net 6, l'angle o 
A — B 
est plus petit que 45° et tg— est positive, ce qui entraine 

A > B, résultat évident. 

Dans ce cas, on calculera c, que l'on ait besoin ou non de la 
surface, par la formule (2). 

214. Vroisième cas. On donne deux côtés a, b, d'un triangle 
et tangle A opposé au côté a, et l'on demande de calculer les 
deux autres angles B et G, le troisième côté c, et la surface S. 



y Google 



RESOLUTION DES TRIANGLES. 1* 

Ij'anglo B est donna par la formule 

■ R _ ^ *'''^ '^ 

L'angle B étant conmi, l'angle G est donnô par la formule 

0=180" — (A4- li). 
Le côté c est donné par la formule 



et la surface S, par la formule 

S3=~aôsmG. 

aij. Discussion. Rappelons d'abord la solution géomé- 
trique du problème; sur l'un des côtés de l'angle donné CAR 
(fy. 67), portons une longueur AC égale à 6, puis du point C 
comme centre, avec un 
rayon égal à a, décrivons 
une circonférence ; soit B 
un point où cette circon- 
férence rencontre le côté 
AR de l'angle donné ; le 
triangle ABC satisfait aux 
conditions du problème. 
Donc, selon que la circonférence décrite du point C comme 
centre, avec «pour rayon, rencontre la portion AR delà droite 
îndéBnie R'R en deux points, en un point, ou ne la rencontre 
pas, le problème admet deux solutions, une solution, ou n'en 
admet pas. 

Pour que le problème soit possible, il faut d'abord que la 
circonférence employée rencontre la droite indéfinie RR', et 
pour cela il faut que a soit supérieur ou égal h la perpendicu- 
laire GH abaissée du point G sur la droite RE'. Or, cette per- 
pendiculaire est égale ou à Jsln A, ou k 6sin (180° — A), c'est- 
à-dire dans tous les cas à J sin A. Le problème est donc impos- 
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sible, à moins que l'on n'ait : 

ttï^ ôsinA. 

Supposonscetteconditionremplie. La circonférence employée 
rencontre la droite ER' ; pour distinguer les cas qui peuvent se 
présenter, supposons successivement l'angle A aigu, droit, ou 
obtus. 

i" L'a.nglc A est aigu [fig. 68}. Si a est égal è. Ssin A, la cir- 
ç. conférence est tangente en 

H h. RE', et le triangle rec- 
tangle AGH répond seul à 
la question. — Si a est plus 
grand que *sin A et moin- 
j^ dre que b, la circonférence 
rencontre la droite RR' en 
deux points B et B' situés 
sur la portion AE de cette droite, et les deux triangles AGB, 
ACB' répondent à la question. ~ Si « est égal à h, le point B' se 
confondaveclepoint A, le triangle AGB' se réduit à une droite, 
l'autre devient isocèle. — Si a est plus grand que b, les deux 
points de rencontre B et B' sont, l'un sur la portion AR de 
la droite RR', l'autre sur la portion AE', et, par conséquent, 
le premier seul convient, et le problème n'a qu'une solution. 
■x" L'angle A est obtus [fig. 69), Si a est plus grand que b, la 
P circonférence rencontre la 

droite RR' en deuxpoints 
B et B' situés l'un sur AR, 
l'autre sur AR' ; le premier 
convient, le second ne con- 
vient pas, le problème ad-, 
met une solution. — SI o 
est égal à b, le point B se 
confond avec le point A, 
le trlangîe ACB est réduit h, une droite.. — Si a est moindre que 
S, les points de rencontre sont tous les deux sur la portion AR' 
de la droite RR', et le problème ,est Impossible. 

3" L'angleA est droit (/î^. 70), Dans ce cas, les deux portions 
AR et AE' delà droite RR' faisant le même angle avec la droite 
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AC, il n'y a plus lieu de distinguer ces deux portions de la droite 
indéiinie. — Si a est supérieur à f>, la circonférence rencontre 
la droite RR' aux deux points B et B' symétriques par rapport 
au point A. Les deux trian- 
gles ACB, AGB' répondent 
h. la question ; mais comme 
ils sont égaux, nous dirons 
que le problème n'admet 
qu'une solution. — Si a est 
égal S. b, le triangle ARC 
est réduit à une droite ; a 
ne peut être moindre que b, 
puisque par hypothèse sin A= i, et a'^b sin A. 

Nous pouvons résumer comme il suit les résultats de cette 
discussion. 




a< ôsinA o solution, 

la^ftsinA 

j 6 sin A < a < 6 . . 

U>é 

ia>b 

1 6 sin A < a -^ 6 . . 
t«>ô..... 



,A<90" 

fl>ÈsinAh ^yo, 

\ A — go" 



I solution, 
s solutions, 
I solution, 
I solution 
o solution 



.... I solution. 
.... o solution. 
îi6. On arrive aisément aux mêmes conclusions en discu- 
tant les formules que nous avons données pour résoudre le 
triangle. D'abord, l'angle B étant donné par la formule 
^j^g^isinA^ 

6 sin A . 
il faut que la valeur de sin B, ou ■ — soit inférieure ou égale 

à 1. Donc, si l'on a : 

a <ôsin.\, 

le problème est impossible. 

Supposons : 
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La valeur de sinB étant positive et moindre que i, on a pour 
B deux valeurs supplémentaires, que je désignerai par B' et 
par B", B' représentant la valeur de l'angle aigu. L'angle C est 
donné par la formule 



Pour que cet angle convienne, il faut et il suffit qu'il soit po- 
sitif; donc, pour qu'une valeur de B convienne, il faut et il 
suffit qu'elle soit moindre que 180° — A. Examinons Je cas où 
A est aigu, obtus, ou droit. 

1° A est aigu. Alors, 180" — A est obtus, et par conséquent 
l'angle aigu B' convient. Pour que l'angle B" convienne, il faut 
que l'on ait : 

B"<i8o'> — A, 
ou, ces deux angles étant obtus, 



ou encore 



il faut et il suffit que l'on ait : 

h>a. 

1" A est obtus. Alors, 180" — A est aigu, et par conséquent 
l'angle obtus B" ne peut convenir. Pour que l'angle aigu B' 
convienne, il faut que l'on ait : 

B'< 180" — A, 

ou, ces doux angles étant aigus, 

sinB'<sin(i8o" — A), 



cette condition revient (1 



1 encore 






sinB'<sinA. 


Comme d'aiUeui 


. ^, isinA 
■a smB' = , 
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'i" L'angle A est droit. Dans ce cas, siiiA;= i, et la condition 

«> ôsinA se réduit k a^b. L'angle 180° — A est égal à 90°; 

par conséquent, l'angle aigu B' conyient, et l'angle obtus B" ne 

convient pas. 

Supposons enfin : 

a = S sin A ; 

la valeur de sin B est i , et les angles B' et B' sont égaux èl 90°. 
Les deux solutions n'en font qu'une, et pour que cette solution 
soit acceptable, il faut que l'on ait : 

90° < 180" — A, 
ou 

A < 90=. 

La discussion est résumée dans le tableau suivant : 



a < i sin A . . 



= i sin A 



solution, 
solutions, 
solution, 
solutiori. 
solution, 
solution, 
solution. 
A ^ 90° o solution. 



A>90''j^ 



|A<90". 



a>6... 
ib... 



Il est facile de reconnaître que les résultats de cette discus- 
sion, bien que présentés dans un ordre un peu différent, sont 
les mêmes que ceux que nous avons trouvés en discutant la 
solution géométrique. 

217. Calcul direct du eâté c. Par la méthode que nous 
avons donnée n" a i i pour calculer le côté c d'un triangle, con- 
naissant deux côtés a et b, et l'angle A opposé au côté a, on 
calcule d'abord l'angle B, puis l'angle C, puis enfin le côté e, 
par la formule 



On peut se proposer de calculer directement c en fonction des 
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données a, b, el A. On se servira alors de la relation 

«5 = 6^ _j_ ^2 2 ^g ÇQg ^^ 

qui lie l'angle A aux trois côtés du triangle ; c est l'une des ra- 
cines de l'équation 

(i) c= — aéccosA + fè^ — a^) = o, 

et le problème admet zéro, une, ou deux solutions, selon que 
le nombre de racines réelles et positives de cette équation est 
zéro, un, ou deux. 

Pour que les racines de l'équation (i) soient réelles, il faut 
que l'on ait : 

S^cos^A — è*4-H^>o, 

a^^ô'sin^ A, 

ou, puisque a, b, et sinA, sont des quantités essentiellement 
positives, 

rt>>islnA. 
Supposons d'abord : 

«> ôsinA. 



3 l'équation (i) sont réelles et distinctes. Leur 
produit étant ô? — a^, elles sont de même signe, ou de signes 
contraires, selon que « est plus petit que b ou plus grand 
que b. 

i" Soit a< 6. Les racines sont de même signe; leur somme 
étant a b cos A, elles sont positives si cos A est positif, et né- 
gatives si cosA est négatif. Donc, si l'angle A est aigu, le 
problème admet deux solutions, et s'il est obtus, le problème 
est impossible. 

2° Soit a> b. Les racines sont de signes contraires ; la. ra- 
cine positive convient, la racine négative ne convient pas; le 
problème admet une solution. 

3° Soit a = ô ; l'une des racines est nulle, l'autre est égaie 
à aôeos A; si A est aigu, cette racine est positive, le pro- 
blème admet une solution; s'il est obtus, cette racine est né- 
gative, le problème est impossible. 
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Supposons en second lieu 

« = 6 sin A ; 

les racines de l'équation (i) sont égales, et, comme leur 
somme estaècosA, chacune d'elles est égale à ôcosA, Si A 
est obtus, cette racine double est négative et ne convient pas; 
si A est droit, la racine double est nulle et ne convient pas; 
fil A est aigu, elle est positive et convient. D'ailleurs, dans ce 
cas, le carré de la racine étant 6" — a^, on a c^-^b''' — a^, ou 
fiï = o^ 4- c^, et l'angle B est droit. 

Les résultats de cett« discussion peuvent être résumés dans 
le tableau suivant : 

a < i sin A o solution. 

, I A < 90° . . 2 solutions. 

/ "" jA>90°... o solution. 

a > 6 sin A I a > é i solution. 

f __ jA<90''... I solution. 

^ ) A > yo" , . . o solution, 

; yo° I solution. 

s 90" o solution. 



= AsinA 



Il est facile de voir que les résultats de cette discussion, bien 
que présentés dans tm autre ordre, sont d'accord avec les 
résultats trouvés précédemment. 

318. Les racines de l'équation (i) sont : 



e^fi cos A ± V*** — ^^ sin^ A. 
Ces valeurs ne sont pas calculables par logarithmes; on 
peut se proposer de les rendre calculables par logarithmes 
au moyen d'un angle auxiliaire. A cet effet, mettons a en fac- 
teur dans le second memlire ; a étant positif, on a 



La quantité — sin^ A devant être inférieure ou égaie à i , pour 
Cours de trigonométrie. 12 
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que les valeurs de c soient réelles, on peut poser 



et l'angle auxiliaire ç, que nous pouvons toujours prendre 
moindre que 90°, pourra être calculé par logarithmes. 
On aura ainsi 



.^^ 



et, en remplaçant - par 



sinA 
a [sin f €08 A ± cos <f sin A] 



et, en appelant c' et c" les deux valeurs de c, on a. : 

, _ a sin (g) 4- A) ^„ _ asin (if-.A) _ 

sin A ' sin A 

Mais il est à remarquer que l'angle auxiliaire (p n'est autre 

chose que l'angle aigu B', dont le sinus est — , angie dont 

nous avons voulu éviter le calcul. De plus, si nous appelons C 
et C les angles qui correspondent aux valeurs B' et B° de B, 
on a : 

sin(i' + A)=:S!n(B' + A) = sin(i8o'' — B' — A}^sinG', 

d'où: 

, _ a sin (if -|- A) __ a sin C 
" ~ SinA ihlT' 

de même, 

sin (y — A) ^ sin (B' — A) =; sin J 1 80° — B'' — A) ^= sin G", 
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as'm{f~~A) asiii G" 

sin A sio A 



et, par conséquent, cett& solution conduit aljsolument aux 
mêmes calculs que la première. 

219. Quatrlëme cas. On donne les ti'ois côtés a, b, c, d'un 
triangle, et l'on demande les trois angles A, B, C et la sur- 
face S. 

On peut déduire l'angle A de la première formule du sys- 
tème (a) (189): 

(ï^ = A^-j-c^ — -i/ic cos\, 
d'où: 

aie 

Cette formule n'est pas calculable par logarithmes, mais 
on peut en déduire d'autres formules calculaiiles par loga- 
rithmes. 

Remarquons que les angles A, B, G, étant moindres que 
1 80°, les moitiés de ces angles sont moindres que 90°, donc le 
sinus, le cosinus, la tangente, de la moitié de chacun, des an- 
gles sont-positifs. On a donc : 



. A , /i— cosA , A. . /»4-ci 
sm— =\/— — , et cos — T=\/ 

Formons les quantités r ■ — -cos A et i -{- cos A ; on a 
_ b^-\-c^—a^ __ibc--b' — c^-^a' _a^ — 



cos A 



et, en remplaçant a* — (fi — c)*, différence de deux carrés, par 
leproduit (a + 6 — c)(a — * + c) : 



{»+» 


-c)(<.+t 


-SI 


ik 


'{«+'' 


-c){a + c 


-») 
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On a de même : 





' 




■ ' 


rfc 




>Sc 






= 


2fc 


— 


^(«+< 


2*C 


et 


par 


suite : 


A 


Jl 








4 + C + 


o)(« + c-<i) 



Si nous désignons par sp le périmètre du triangle, nous fi 
rons : 



(0 

et, par suite : 



b + c-.i=,{p-a) 
a + c-b = ,.[p-l.) 



sin^=\/ '''-'l"'"° ', et co,^=\/'''P^'''. 
2 V 6e 2 V 6c 

En opérant de même sur les deux autres équations du sys- 
tème {«), nous transformerons ce système dans les deuxsystèmes 
suivants (a) et (3), équivalents respectivement au système (m) : 



l a V "'^ \ i y bc 

1 a V " ' j » V " 

\ 2 V <** \ a V "* 

Enfin, en divisant membre à membre les équations corres- 
pondantes des systèmes (2) et (3), nous formerons encore un 
système ('1) équivalent au système (o): 
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, A 




-«)(?-<■) 


, B 






p{p — b) 


c 


-a,{p-b) 



aao. Pour calculer les angles A, B et G, on peut employer 
ouïes formules (a), ouïes formules (3), ou les formules (4)- 
Les dernières sont les plus avantageuses : d'abord elles n'exi- 
gent l'emploi que de quatre logarithmes différents, tandis que 
les formules (*) ou (3) exigent l'emploi de six ou de sept loga- 
rithmes; de plus, et c'est là le point important, ces formules 
permettront de calculer les angles cherchés avec une plus 
grande approximation (i40- 

2ai. Pour obtenir la surface S du triangle, nous avons : 

S=- ftcsin A; 



A 



sin A = 2 sin ^ cos ^= ^ \!p [p — a){p — b) (p — c), 
donc: 

(5) S=\/p{p~a){p-l,](p-c). 

■11-1. Hemarque. Si l'on désigne par une seule lettre t la 
quantité 



. / (y-«)(p-»)'i 



les formules (/,) se simplirieiit et deviennent les formules (fi) : 

/ A r 
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\_ j ip^ hj-p'^c) _ / [p-a){ 
.-y p{p-a, V 



■et de même pour tg -, et pour tf 
La formule (5) devient alors 



(7) 
aai II est facile 
duisups Kl pour si 



S=pr. 



e ^oir que la quantitj5 r, que nous intro- 

iplifier les calculs, est le rayon du cercle 

inscrit dans le triangle. 

. En effet, soit le centre du 

cercle inscrit dans le triangle 

ABC {fig. 71), appelons r \e 

rayon de cec.ercle. La surface 

du triangle ABC est la somme 

des surfaces des IrianglesOBC 

C OA.G, OAB. Ces triangles -ont 

'" ,. tous pour hauteur le rayon r 

du cercleinscrit, et poiu' base 

le premier a, le second i, le troisième c. Donc la surface du 

triangle est égale S^ 




-Ja+i + c] 



k pr; d'ailleurs elle est é 



\'p{p — a]{p-0)(p- 



pr^\ip(p—M] [p — l>) p- 
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,.=^fcz^ 



aa4. Pour faire le calcul du triangle, un commencera par 
faire la somme a-\-b -\-c, somme qui est égale à ayi ; on en 
prendra la moitié, ce qui donnera p; ayant p, on en retran- 
chera successivement a, b, c, ce qui donnera les trois quan- 
tités;)— a, p—ô, p— c. Ceci fait, on calcnleralogr aumoyende 
la formule 

lûgr=^riog(p— a)-î-log(p— i)-l-log(;i— c) — Ipgpl; 

on calculera ensuite les angles A, B, G, au moyen des for- 
mules 

loglg- = log)> — log{p — fl) 

logtg- = log)-— log(p — é) 

logtg- = log)- — log(p — c); 

enfin on calculera la surface S par la formule 
logS=iog/J-f logr. 

Les angles— ■ — ' — sont calculés ainsi au moyen de leurs 

tangentes, et, par suite, (lîo), l'erreur commise sur chacun 
d'eux est moindre i^ue o°,oî ; donc l'erreur commise sur cha- 
cun des angles A, B, C, du triangle est moindre que o",o6 et 
par suite l'erreur commise sur la somme 
A + B-l-G 

est moindre que o",o6x 3 ou o", i8; si donc on ne s'est pas 
trompé dans les calculs, la somme A -|- B -f- G des trois angles 
calculés ne doit pas différer de i8o° de plus de o",i3; on ne 
devra pas oublier de faire cette vérification, qui, si elle ne se 
fait pas dans les conditions indiquées, montre que les calculs 
sont inexacts. 
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aaS. Discussion. On a vu, en géométrie, que la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'avec trois longueurs données 
on puisse construire un triangle, c'est que l'une de ces lon- 
gueurs soit à la fois plus petite que la somme des deux autres 
et plus grande que leur différence, ou, ce qui revient au 
même, que chacune de ces longueurs soit moindre que la 
somme des deux autres. C'est sur ce fait que nous nous som- 
mes appuyés pour démontrer (igS) que si trois longueurs et 
trois angles positifs dont chacun est moindre que 180°, véri- 
fient les équations de l'un des systèmes (a), (p), (y), ces six 
grandeurs sont les éléments d'un triangle. On peut se proposer, 
comme exercice, de retrouver ces conditions en discutant les 
formules précédentes. 

2a6. Supposons d'abord qu'on calcule les angles A, B et G, 
au moyen des formules (2), qui donnent les sinus des moitiés 
de ces angles ; l'angle A sera déterminé par la formule 

ou, en remplaçant -ip par a -|- ft -|- c ,- 



V^ 



-\-c-b){a + b~c) 



Il faut que la valeur de sin ~ soit réelle et moindre que i . 
Pour qu'elle soit réelle, il faut qtie l'on ait : 

a-j-c — l»o, avec o + S — e>o, 
ou 

aJrC — 0<o, avec a+6 — c<o.' 

Mais ces dernières inégalités sont incompatibles, car, en les 
ajoutant membre k membre, on aurait : 

20 <o, 

ce qui est impossible, les longueurs données a, à, c, étant né- 
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cessairement positives ; il faut donc que l'on ait : 
a-j-c — 6>o, avec a-\-b — c>o, 

c'est-à-dire 

i < a-f-c, avec c<a-\-b. 

Pour que la valeur de sin - soit moindre que i, il faut en- 
core que l'on ait : 

(« + c-«)(« + S-e)<4te, 
OU 

ou enfin, puisque a aih -\- c sont des quantités positives: 
a<b-irc. 

On trouve de même que, pour que les valeurs de sin — et de 

ein- soient réelles et moindres que i, les conditions néces- 
saires et suffisantes sont : 

a<é + c, b<a-\-c, <■<a^-6. 

D'ailleurs, si ces conditions sont remplies, on calcule, au 
moyen des formules {2), pour les angles A, B, C, des valeurs 
positives et moindres que 180", qui avec les longueurs don- 
■ nées a, b, c, vérifient les équations du système (o) et, par 
conséquent, sont les six éléments d'un triangle. Ces conditions 
sont donc nécessaires et suffisantes. . 

On discuterait de même les formules (3) qui donnent les cosi- 
nus des moitiés des angles cherchés. 

227. Prenons encore les formules qui donnent les tangentes 
des moitiés des angles. On calcule d'abord r par la formule 



V^ 



ip — a(p — /') (p — c) 
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Pour que cette quantité soit réelle, il faut et il suffît que le 
produit 

{p-a){p-b){p-c) 

soit positif. Ceci exige, ou que les trois facteurs soient posi- 
tifs, ou que deux soient négatifs et l'autre positif. 

Or il est impossible que deux de ces facteurs soient néga- 
tifs; car, si l'on avait, par exemple, 

p — a<o et p —b <o 
on en déduirait, en ajoutant membre à membre ces inégalités, 

ou en remplaçant ip par sa valeur a '\- b -{- c, 

ce qui est impossible. 
Il faut donc que l'on ait 



ou, ce qui revient au même, 

a<b + c b<a-\~c c<a-^ù. 

D'ailleurs, ces conditions étant remplies, on ^déduit des for- 
mules (f>) 



des valeurs réelles et positives pour tg-, tg-, tg-; et par 

suite des valeurs moindres que i8o» pour les angles A, B et C, 
valeurs qui avec les côtés donnés a, b, c, vérifient les équa- 
tions du système (o) et, par conséquent, sont les éléments d'un 
triangle. 

§ V. — AETLLCATLONS NUMIÎBIQUES. 

228. Remariiue.s nar la résolntiuii nuini''rique <lcs trian- 
gle». Lorsque l'on veut résoudre numériquement un triangle, 
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il convient, pour la rapidité des calculs, de disposer les opé- 
ralions et de diriger les calculs d'une façon particulière. On 
commence, avant de chercher aucun logarithme dans les 
tables, par faire le canevas des opérations futures; pour cela, 
au haut de la page, on écrit, comme dans les exemples sui- 
vants, les données à gauche', et on prépare h droite et en face 
le tableau des résultats ; au-dessous on écrit, dans une seule 
ligne et dans leur ordre, les formules dont on doit se servir 
pour la résolution. On partage alors la feuille en deux colon- 
nes, afin, ce qui est essentiel, que tous les calculs soient effec- 
tués sur une seule page; on dispose successivement, en les 
indiquant nettement et en les séparant les uns des autres par un 
trait, les calculs résultant des formules que l'on doit em- 
ployer; on, prépare toutes les opérations nécessaires, tout 
aussi bien comme additions ou soustractions que comme recher- 
ches des logarithmes ou comme retours des logarithmes aux 
nombres. Lorsque tout le travail préliminaire Je disposition 
des calculs est achevé, et alors seulement,, on ouvre les tables 
de logarithmes, en commençant par la recherche des loga- 
rithmes des nombres^ et continuant par "la recherche des 
logarithmes des lignes trigonométriques des angles donnés, 
en ayant soin de noter, à droite de chacun d'eux, comme nous 
l'avons dit (i 34), les calculs auxiliaires dus à l'emploi des par- 
ties proportionnelles. Les logaritlimes étant écrits, on effec- 
tue les additions et les soustractions indiquées, puis, au moyen 
des tables, on revient des logarithmes aux nombres, et on écrit 
les résultats au haut de la page à la place marquée. 

Si quelques calculs auxiliaires de logarithmes doivent être 
effectués à part, on les dispose ;Si la fin du tableau de résolu- 
Uon du triangle sous le titre : calculs auxiliaires. 
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PREMIER CAS. 



DonuËes. B = SS»S;' i5',6 
! C = 64'>[2'J7',5 



) 6=a33a,75i 

c = 3597,808 

U = 36;u78. 



Calcul de S. 

3 loga-- 6,8108390 

]og8iDB = ï,9057o59,6 

IogBinG = r,9â^^li'l6.5 

colog dn A = o,o5^74 jS, 1 



log a "= 3,^055198 _Si_ A =17 

lQgsiuB-T,9077o59,6 697^ A = i53 

colog 8inA= o,o5J7Ji6.i ',^'J 

log 6 = 3,3678683,7 A= 18O 

^333j,5i 5S9 



Calcul Ile c. 

logû-3,4054.98 
log8iQC = ï,9541446,5 370 

C0log3mA = 0,o5/i74î6,r 'É' 



logc=3,4i46o;o,6 
25978,08 5j 



56711,78 6901 



Calculs auxiliaires. 

logsiii A = ï,9'(5a57Î,9 49^ A 



Iog3 = o,3o>o3oc 
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DEUXIÈME CAS. 

Données. b^iS-jSi.t^ Béauliol 

( C = ;6MÎ'53',6 



\ B = 33»3-V^9'.f' 



-— -.-OO--^-, lg-^ = 


u + 


ï'§ 


a ' ' smA' 


S ==-,7* 


Calcul dea aagUa 






Calcnl Ile 


c. 


9o°=89»59'6o' 


A= 


33 

33 


IogsinC = ï,988î49i,6 
colo6EifiA=o,oa7S8ja.7 


378 

â8,4 A 


A_±B = 5,.38' 3> 


14.J 


g(û-6) = 4,'i69S56p,5 eL 


logc = 4.67'4736,4 
4;û.io,69 673 

63,4 
e = -{7010,69 


A 


log(a+*)=5,i<lî3î03 sic 






Culcul de 

loga = 4,0563.ii3,. 


s. 


gtg^ = ï,â[3i6.J,<. 


3iô 


i8»3'io' 355 


A = 


.5 


log 4 = 4,4370337,6 


16,3 i = 


3', 6 aâg a5go 


S 




logsiijC=f,98e349i,6 
colog 3 = î, 6989700 

logS = 8,77oS95-,3 
S8965,ii 9^3 


A = 


i±5 = 5..38' r,. 






S = 589631 100 




A-B_,g. 3,,3,^g 
















Calculs auxU 

a + 6^ 73057,6 

log(a + i) = .i,85,6;98 


liir««. 


A = 69°/jt'i6-,e 
B = 33-34'te',6 


■jËt A = 

36 








logsiQA=r,972ii77,3 


rïS A = 
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^rROISIEME CAS. 



6 = 3e75,9i3 KésullHiB. C' = !o6m'S3',a j C'= i/fO, 
A^ 39" 5ï' i7',5 ( c'=36j.l,073 ( £' = 987, 



€iilcnl Ile B . 




Calcul de B'. 


1054 = 3,4374767 6|,8 


A = 162 


B'=lSoi — B' 


log8mA=ï,e9i2858,5 S7»" 
colog" = î,7aS97'ià,7 J^ 


i=37.'( 


180°= 179" 59' 60' 

B'= 44''^5'49V 

B' = .35o37',(,',7 


logsmB=f,844737i.' 


A=2i6 


Culcul de C. 


B' = 41''"''l9Vi 




A= 39's5'.7',5 
B'^i35''37'io',7 




A + B'=i6ô" 2'2H',i 


Calcul de C . 




C'= .4'>V3i',8 


A= Î9°25'i7',5 
B'= i'i"W^9',3 






A + B= 73-48' 6',8 
C' = io6ou'53',i 


Culcul de c-. 

log« = 3,.j4oa54,3 ^^^ 






logsmC'=î,4ti8^99,8 78,8 


Calcul <ie e . 


A=i3i 


cologsmA=o,3o87.4T,.î 


loga = 3,î74'>554,3 46,a 
logBiaC=î,98i4o8i,4 ^^ 
ol08sinA=o,3o8ji4<,5 _ii^ 


lngc'=2,99l5fi9S,(i 
98717.37 79 
16,6 
ê' = 987,5737 


Iogc' = 3,56ii478.3 
36740,73 395 
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QUATRIÈME CAS. 



= 2597,808 p~ Q = ii39,i8C:j 



= 53'57'i5',58 



A + B4-G=i;9''."'9'''>9'.yfi 



/(EZ 



l'\(l- 



Calenl de lof 

loe{p-a) = 3,<i:68458,7 ■ 

logO.-*) = 3,i47lW,3 

!oelp-c) = 3,o56J94S,5 _ 

cologp = 4,4a747-,i,5 

2log>'«=5,7o836o;,o 
logr = a,854i8o3,S 

Calcul de jt 

logr=3,854i8oî,5 
log[fT-a) = 3, 0768458,7 



'ogtS-=^7773344i8 

3û"54'5a' 3g4i à — If]'/ 

H'Jfi 4o3,8 

- = 3o°54'58',4G 

A = 6i°49'56',92 

Calcul de B. 

logr=s,854i8o3,5 
log'p— 6)=ï,i4744-'^.3 ago A = 3o9 



logtg- = î.îC.6;379,2 

36"58'3o' 6973 

7'i79 406.2 

2 = a6«58'37',79 

B = 53'>57'i5',58 



Calcul de C. 

logJ' = 3,834:803,5 
log(;.-e) = 3,o;6.9l8,5 6.; 



loStg2 = ï.79758Ji,o 
3^' S' 30' 680 

3',73 <73 

G = 64"iaV.4G 



iogp = 3, 5725334,5 
Iogi' = 3,854i8o3,5 



log S = 0,4367028,0 
56711,78 6901 
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§ "VI. — PHOBLÈHES mVERS SCB LES TRIANGLES. 

aag. Nous avons appris h. résoudre un triangle quand on 
connaît trois de ses éléments , dont un côté ; nous allons 
examiner quelques cas simples où, dans les données, un élé- 
ment est remplacé par une autre grandeur dépendant du trian- 
gle, comme le périmètre, la surface, etc. 

33o. Problème I. Résoudre un triangle, connaissant le péri- 
mètre zp, et deiix angles A et B. 

Le troisième angle C se calcule par la formule 



Quant aux cOtés, on peut employer, pour les obtenir, plu- 
sieurs procédés. 

Première solution. Pour calculer les côtés a, b, c, prenons 
les trois formules qui donnent les tangentes des moitiés des 
angles en fonction des cotés : 



'«^=\/- 



'ip 


-i){p- 


c) 


p(p-a) 


'ip 


-a)(p — 


c) 


p{p — l>) 


Hp 


-«)(?- 


») 



"a V p{p — e) 

11 s'agit de résoudre ces trois équations par rapport aux. 
quantités p — a, p — l> et p — c, prises pour inconnues. A 
cet effet, multiplions membre h. membre les deux dernières ; 
nous aurons : 

B C M — « 
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On obtient de même : 

, A, B 
p — c=plg-tg-, 

et, en prenant les logarithmes : 

lûg ip—a) = logp -f log tg- + log tg- 

log{p— è} = logp + Iogtg-^-]ogtg- 
log(p— c)=logp+logtg-+logtg-. 

On calcule p — a, p — 6 elp — e au moyen de ces formules ; 
puis, en retranchant ces quantités dep, on obtiendra pour restes 
les trois côtés a, b et c, 
25 [. Seconde solution. Des relations 
a __ b _ c 
sinA sinB sinC 
on déduit : 



sinA sinB sin C sinA-f-sinB-j-sinC 
formules qui permettent de calculer les côtés a, b, c, en fonc- 
tion des données. L'expression 

sinA-)- sinB-f-sinC 

n'est pas calculable par logarithmes, mais il est facile de la 
transformer en une autre calculable par logarithmes. On a vu, 
en effet, que si A + B + G= i8o°,ona(i5T) : 

sin A + sin B -|- sin C = 4 c os - cos - cos - . 

On a donc : 

a b __ c p 

ËinÂ~sïnB"^sinG Â B c' 

aCOS-COS-COS— , 
Cours lie trigonométri« . (3 
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cl on en diiduil : 





B G 
cos — coa- 




On aurait de même : 






psm- 




psin- 




et c 




^ A G 
cos-cos- 


A B 

cos-cos - 



On remarque que, pour calculer a, b et c, par ces dernières 
formules, il faut prendre les logarithmes des sept quantités p, 
.A A.B B.G^ G^^. 

sm —, CCS —, sm —, ces —, sm ~ et cos —, tandis ou en em- 

3 2 2 2 2 2 

ployant les formules données dans la première solution, on 
n'emploie que les logaritlimes des quatre quantit(5s p, tg -, 

tg -, tg — . Aussi (ioil-on préférer la première solution à la 

seconde. 

23a, Discussion. Pour que le problème soit possible, il 
faut et il suffit que la somme A + B soit moindre que i8o°, 
car l'angle G sera alors positif et moindre que iBo"; d'ailleurs, 
comme pour calculer les côtés a, b, e, on se sert, soit du 
groupe de formules (a)j soit du groupe de formules (y), d'après 
le théorème IV (ig^), les longueurs a, b, c, sont les côtés d'un 
triangle dont les angles sont A, B, C. Le problême n'admet 
d'ailleurs qu'une solution. 

233, Problème II. Résoudre un triangle, connaissant un côté 
a, Vangle opposé A, et la somme l des deux autres côtés. 
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Cherchons d'abord les angles B et G du triangle 

(i) B + G^iSo"— A, d'où ^il^=90<'- 

De plus, des relations 

a _ 6 __ e 
sinA sinB sinC 
et de la relation 

on déduit 



^^' sinA sinB + sinC' 

D'ailleurs, 

, ^ . . ^ . B+G B-G A B~C 
sinB-)-smG = 2S]n eos =:aeos — cos , 

, A A 
sinA = 2sin — eos — ; 

donc, l'équation (a) peut être mise sous la forme suivante :, 



sin - Cûs - 



et, en prenant les logarithmes : 

B-G , , , , - A , 
lûg cos -=log (-|-Iogsm loga. 

Au moyen de cette formule^ on calculera l'angle , et 



et G. Connaissant le côté a et les angles adjacents, on calculera 
ensuite les côtés b et c, comme au n" 2o3. 
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234. /Hscussion. Pour que le problème soit possible, il 

ïaut d'abord que > valeur de cos > soit moindre 

que I ; on a donc la première condition : 

, . A 

a> ism — 



On calculera ensuite les angles B et G, au moyen des angles 

connus et — - ■■■■■ Mais, pour que l'on obtienne ainsi 

des valeurs positives pour B et pour G, il faut que l'on ait 

B— G B+G 



Kgo" , 

ou encore, ces angles étant des angles aigus, 

B— G . A 

cos > sm — 

Or, on a 

B— G / . A 

cos = - sm — ; 

donc, ii faut encore que l'on ait 

Le problème n'est donc possible qu'autant que l'on a 

, . A 
/sm-<<t</. 

Cette double condition remplie, on obtient pour B et pour G d es 
valeurs positives, dont la somme est le supplément de A, et par 



y Google 



RÉSOLUTION DES TRIANGLES. 



iOI 



conséquent le problème est possible et n'admet qu'une solution. 

235. Solution géométrique. Nous allons rappeler la solu- 
tion géométrique du même problème, et montrer que les résul- 
tats de la discussion de cette solution géométrique sont les 
mêmes que les résultats de la 
discussion précédente. 

Supposons le problème ré- 
solu. Soit ABC le triangle de- 
mandé (fig, 72). On connadt le 
côté BG = a, l'angle A, et Ja 
somme / des cotée AB et AC. 
Sur BA prolongé, prenons AD 
égal à AG, et considérons le triangle BDG. Dans ce triangle, 
on connaît le côté BC égal à a, le côté BÛ égal à /; on connaît 
aussi l'angle D, car on a 

BAC = ADG 4- ACD = s ADC, 




D=: 



On peut donc construire le triangle BDG. On prend à cet effet 
l'angle BDG égal à la moitié de l'angle donné A, et sur le 
côté DB, on prend DB égal à /. Puis du point B comme cen- 
tre avec a pour rayon, on décrit une circonférence. Soient G 
et G' les pointa où cette circonférence rencontre le côté DG. Si 
nous faisons au point G, avec GD, l'angle DGA égal à D, le 
triangle ABC satisfait aux conditions du problème. De même, 
si nous faisons au point C l'angle DCA' égal h D, le trian- 
gle A'BC' satisfait aussi aux conditions du problème. 

Mais les deux triangles ABC, A'BC sont égaux, et, par 
suite, ïe problème n'admet qu'une solution. En eifet^par con- 
struction, BG est égal h BC ; les angles BAG et Sa/C' sont 
égaux comme angles correspondants par rapport à deux paral- 
lèles et à une sécante; enfin, les angles ABG et BG'A* sont égaux, 
car on a : 

ABG = BCG' — D 
gCA' = BCG — A^. 
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Or, l'angle BGC est égal à l'angle "Sgc, parce que BC et BC sont 
égaux; l'angle A'C'D est égal à l'angle D par construction. 
Donc, les angles ABC et BC'A' sont égaux. On en conclut que 
les troisièmes angles des triangles sont aussi égaux, et, par 
suite, que les triangles sont égaux, comme ayant un côté égal 
adjacent à deux angles égaux chacun à chacun. 

Ainsi, si le problème est possible, il n'admet qu'une solution. 
Pour qu'il soit possible, il faut que la circonférence décrite du 
point B comme centre, avec un rayon égal à a, rencontre le 
côté DC de l'angle BDG, et pour cela il faut que a soit moindre 
que BD et plus grand que la perpendiculaire BI abaissée du 

point B sur CD. Or, BD est égal à /, Bl est égal à ? sin-; donc, 

pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que 
l'on ait : 



236. Problème III. Résoudre un triangle, connaissant un 

côté a, l'angle opposé A, et la différence l des deux autres côtés. 

Soit b le plus grand des deux côtés inconnus, de sorte que 

b — c = l\ 

cherchons d'abord les angles B et C du triangle. On a : 

B+C_ „ A 



B + G^iSo" — A, d'oi 



De ces dernières relations, et de la relatio 
déduit : 



sin A sin B — sin G ' 
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d'ailleurs 



et, en prenant les logarithmes : 

log sm =Iûg/ + logcos-; log a. 

On calculera, au moyen de celte formule, l'angle — — Cet 
angle étant donné par un sinus, on obtiendra deux valeurs 
lais l'angle étant nécessairement 



moindre que 90°, on prendra seulement la valeur moindre 

que 90". Connaissant et , on calculera les angles 8 

et C, puis ensuite les côtés 6 et c, comme au numéro 20'i. 
237. Discussion. Pour que le problème soit possible, il 

7 ^ 

"^ a ïi - C . 
faut d'abord que l'expression valeur desin , soit 

moindre quo i.On a donc la première condition 

(1) a>/cos-- 

Cette condition remplie, on pourra calculer l'angle ; 

on calculera ensuite les angles B et G au moyen des valeurs 
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S valeurs positives pour B et pour G, il faut que l'on ait 
B — C B + (i 



-<- 



ou 



B — C 



ou encore, ces angles étant des angles aigus, 

. B — C A 

sin < cos — 

-C_/ A_ 



Or, on a 



donc ii faut encore que l'on ait 
(.) a> l 

D'ailleurs, si la condition (2) est remplie, la condition (1) est 
remplie à fortiori; donc pour que le problème eoit possible, la 
condition nécessaire et snfQsante est la condition (a). 

a38. Solution géométrique. Rap- 
pelons encore la solution géomé- 
trique du même problème. Sup- 
posons le problème résolu, et soit 
ABC le triangle demandé [jîg. 73). 
On connaît le côté BC égal à a, 
l'angle opposé A, la différence / 
des côtés AG et AB.SurAC,leplus 
grand de ces deux côtés, prenons 
AD égal à AB ; la longueur CD sera égale k la différence donnée /, 
Dans le triangle CDB, on connaît le côté BG égal à a, le côté 
CD égal à /; on connaît aussi l'angle BDC opposé au côté a, 
car cet angle est égal à l'angle donné A plus l'angle ABD. 
Ot%_la somme des angles ABD et "ADS, ou deux fois l'angle 
;upplément de l'angle A ; donc, l'angle AbB est 
- ; donc enfin l'angle BÛ^ est égal à 




Fig. ,3. 



ABD, . 
égal à 90" 



A + 90" 



yo"+-- 
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On peut donc construire le triangle BDG, dans lequel on 

connaît deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux ; et, comme 

l'angle donné, 90° -| — , est obtus, on n'obtiendra qu'un seul 
triangle. 

Ce triangle construit, on fera au point B avec BD l'angle DBA 
égaî h. l'angle BDA, et le triangle ABC satisfera aux conditions 
du problème. 

Pour qu'on puisse construire le triangle BDG, et, par suite, 
le triangle ABC, il faut etilsufût (ai 5) que BG soit plus grand 
que CD, c'est-à-dire que l'on ait 

a>l. 

a3y. Proiilvme IV. Résoudre un triangle, connaissant un 
calé a, l'un des angles adjacents B, et la somme l des deux au- 
tres côtés. 

Nous remarquons d'abord que connaissant a et la somme 
b-\- c q«icst égale à /, on connaît par cela môme p etp — a, 
car on a 

^{p-a) = l, + c-a = l-a; 
cela posé, des relations 



t E_./ (p-.)(y-. 



«2 V p(p-C) 

on déduit, en les multipliant membre à membre, 



d'où 


. B, C fi-o 


(■) 


, C l-a B 



On calculera l'angle - au moyen de cette formule, puis cou- 
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naissant a, B et C, on achèvera la résolution du triangle, 
comme au n" ào3. 
Pour que le problème soit possible, ii faut et il suffît que 

l'angle — donné par cette formule soit un angle aigu ; en effet, 
l'angle C doit être moindre que 180°; de plus, dans ces condi- 
lions, ïa somme B-j-C sera moindre également que 180', car t g- 

étant alors, en vertu delà formule (1), moindre que cot-, on a 

- < 90° ooB-j-C< 180". La condition nécessaire et suffisante 

est donc que la valeur de - soit positive, ou enlin que l'on ait 
l>a. 
240. Solution géométrique. Supposons le problème résolu; 
soit ABC le triangle demandé {fig. 74}. On connaît BG égal 
^ àa, l'angle B, et la somme l 
des côtés AB et AC. Prolon- 
geons BA d'une longueur AD 
égale à AG; BD est ainsi égal 
à l, et dans le triangle BGD 
nous connaissons deux cfités 
BC et BD, et l'angle com- 
pris B, 

Nous construirons ce triangle BGD ; puis, au point C, nous 
ferons avec CD l'angle AGD égal h l'angle D. Si la droite CA 
rencontre BD en un point A, entre B et D, le triangle ABG sa- 
tisfait aux conditions de l'énoncé. — Cette condition exige que 
BD ou / soit supérieur à a. 

a4i- Bemnrqiie. La solution géométrique que nous venons 
de donner conduit très simplement à la formule (i). En effet, 
pour résoudre le triangle BCD, dans lequel on connaît deux 
côtés et l'angle compris, on calcule d'abord, comme au n" aofi, 
la différence des deux autres angles, par la formule 

bcd— ^dï bd — bg b 
'^ -. =bd+bg'=°^^- 
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BCD— fiDa = BCA = C, BD — BC= / — a; 
donc on a : 

^ C l~a B 

24a. Probl&me V. Résoudre un triangle, connaissant un 
côté a, l'un des angles adjacents B et la différence l des deux 
autres côtés. 

En appelant ô et c les deux autres côtés, on peut poser, 
soit 

h — c^ + l, 

soit 

1° Prenons d'abord 

6 — e=+/; 
on a : 

a(j5 — é) = a — * +€ = « — /. 
Or, des formules 






p{p — c) 
on déduit, en divisant membre à membre : 



C p-h a-i 



d'où : 

G a~l B 
2 ii-f-f i 



Pour que cette valeur de tg - soit admissible, il faut qu'elle 
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soit positive, c'est-à-dire que l'on ait 
a> l. 

Supposons cette condition remplie; l'angle G étant calculé 
par la formule (i), on achève la résolution du triangle comme 
au n"" 2o3. Mais, pour que l'on puisse former un triangle ayant 
un côté égal à a, et dont les angles adjacents à ce côté soient 
B et G, il faut et il suffit que l'on ait B-l-G < i8o», ou 

G B , , , G B , . 
- < 90" ; comme les deux angles — et 90° sont moin- 
dres que 90°, il faut et ii suffit que l'on ait 

G B , G B 

Ig- < cot-, ou tg-tg-< I, 

ou enfin, en remplaçant tg - par sa valeur tirée de la for- 
mule (0 : 

Gette condition peut se transformer ; on a en effet 
„B [— cosB 



on doit donc avoir 



.-cosB ^a+^ 



i-l-cosB a—l' 

ou, comme les dénominateurs sont positifs, 

/"l-acosB > (>, ou l > — acosB. 

D'ailleurs, par hypothèse, oh a d > /; les conditions néces- 
saires et sufSsantes sont donc 



Si l'angle B est moindre que 90', la seule condition de possi- 
bilité est a > /; si l'angle B est supérieur à 90°, les conditions 
de possibilité sont les deux conditions (a). 
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2° Si l'on pose 
on aura de même 
(3) 



(1 



«t cette seconde valeur de tg — se déduit de la première par 

le changement de + / en — l. 

Pour que cette valeur de tg — soit admissible, il faut qu'elle 

soit positive, c'est-à-dire que l'on ait encore 

a> l. 

Supposons cette condition remplie; l'angle G étant calculé 
par la formule (3), on achève la résolution du triangle comme 
au n' 2o3. Mais, pour que l'on puisse former un triangle 
ayant un côté égal à a, et dont les angles adjacents à ce côté 
soient B et G, il faut et il suffit que l'on aitB-}-G < 180", ou, 
d'après un calcul analogue au calcul du cas précédent, 

KacosB. 

Remarquons que, puisque par hypothèse on a b — c=: — l, 
on a 6 < c, donc l'angle B est forcément aigu; cos B est par 
suite positif; d'ailleurs la con- 
dition 

(/,) ^< «cosB 

entraine la condition / < a ; la 
condition (4) est donc la con- 
dition nécessaire et sufflisante 
pour la possibilité du problème. 
343. Sobilion géomélrique. 
i°SupposonsIe problème résolu, 
6 étant plus grand que c, et soit ^ 
ABC un triangle satisfaisant ^S- î^. 

aux conditions données [fig. 75). On connaît, dans ce triangle, 
BC égal à a, l'angle B, et la différence AC — AB égale à /. 
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Sur AB prenons une longueur AD égale ù AC ; la longueur 
BD sera égale à AC — AB, ou h l. Donc, dans le triangle BDG, 
on connaît les deux côtés, BC égal à a, BD égal h l, et l'angle 
compris CBD égal à 180° — B, On construit ce triangle; puis 
au point C on lait, avec CD, un aïigle DCA égal h. l'angle 
BDC ; le triangle ABC ainsi obtenu est le triangle demandé, 
pourvu toutefoia que le côté CA de l'angle construit rencontre 
DB sur le prolongement de DB, au delà du point B. 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut d'abord que l'angle D du 
triangle DBG soit un angle aigu, car il doit appartenir au 
triangle isocèle ACD comme un de ses angles à la base; il faut 
de plus, pour que le point A soit au delà du point B, sur DB, 
que l'angle DCA, qui est égal à D, soit supcrieur à l'angle BCD ; 
cette condition exige a > /. Ainsi les conditions nécessaires et 
suffisantes, au point de vue géométrique, pour la possibilité 
du problème, sont 

(5) o > (, D < <j„-. 

II est facile de voir que ces conditions (5) sont équivalentes 
aux conditions de possibibté (a). En effet, dans le triangle DBC 



sin D gjjj ]5^Qg sin (B — D) sinB cosD — cosB sinD' 
d'où 

tcD= "^'"^ 

^ / + ÛCOSlt 

Écrivons que l'on a D < 90°, ou tg D > o ; comme a et sin B 
sont positifs, la condition est /-|-acosB > o, ou ^> — acosB; 
les conditions [5) peuvent donc être remplacées par les deux 
conditions 

a > />— acosB, 

ce sont les conditions (2}. 

■i.° Soit encore ABC [fig. 76) un triangle satisfaisant aux con- 
ditions de l'énoncé, mais avec l'hypothèse ô < c. 

Prenons encore sur AB une longueur AD égale à AC, la Ion- 
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gueur BD sera égale à la différence AB — AC, ou à /. Donc 
dans le triangle BDG on connaît deux côlés, BG égal à a, BD 
égal à /, et l'angle compris DBG égal h B. On construit ce 
triangle ; pois au point G on 
fait, avec CD, un angle égal h 
l'angle GDA, et le triangle 
ABG ainsi obtenu est le trian- 
gle demandé, pourvu toute- 
fois que le côté GA de l'angle 
construit rencontre BD sur 
son prolongement dans le Fig. 7e. 

sens BD, au delà du point D. 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut que l'angle ADG, qui doit 
être angle h la base du triangle isocèle ACD soit im angle 
aigu, et par suite que l'angle BDC soit un angle obtus ; il faut 
donc que l'on ait, en appelant D ce dernier angle : 

(6) D>90". 

Si cette condition est remplie, remarquons que l'on a néces- 
sairement a > /, puisque dans le triangle BDG, D est le plus 
grand angle. La condition (6) est nécessaire et suffisante, 

II est facile de déduire de la condition (6) la condition {/,) 
obtenue en discutant la solution trigonométrique. Kn effet, 
dans le triangle BDG on a : 

a l l 



nB cos D -j- cos B sin d' 



tgD = 



«cosB 



La condition (6) exige que l'on ait tg D < o, et comme a et 
sinB sont positifs, 

l< flCosB, 
c'est la condition ('1). 

244. Bemarqnc. Gelte solution géométrique conduit en- 
core aisément aux formules (i) et (3). 
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Dans le cas où 

on a [fig. 75) à, résoudre le triangle BDG, dans lequel on 
connaît deux côtés, BC ^ a, BD = /, et l'angle compris 
UBD^iSo" — B; on calcule d'abord la différence des deux 
autres angles au moyen de la formule 

SrÎG— BCB BG — BD GBD 

tg _ = ___cot— . 

Or, 

BDG— BCD = AGB = C, BC — BD = a— ^ BC4-BD=a+/, 



ce qui est bien la formule (1). 
De même, dans le cas où 

on a [fig. 7O) à résoudre le triangle BCD, dans lequel on con- 
naît deux cOtés, BC égal à a, BD égal à /, et l'angle compris 
GBD égal, à B. On a, pour calculer la différence des deux au- 
tres angles, la formule 

ËDC— DCS BG — BD DHC 
tg _^=___col— ; 

ÊDC— DCÏÏ^iSo" — SSD — D'CB=i8o'' — AGB = i8o° — G, 
BC — BD = a-/, BC+BD = a+/, 
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'6; 



-r- 




i'ig-77- 



ce qui est bien ia formule (a). 

245. Problème VI. H est souvent avantageux, dans la ré- 
solution d'un triangle, de calculer d'abord non pas les côtés 
ou les angles, mais certaines lignes ou certains angles auxi- 
liaires dont la grandeur détermine le Iriangle ; ces élé- 
ments connus, on achèvera la résolution , c'est ce que montre 
l'exemple suivant. 

Résoudre un triangle connais- 
sant un côté a, la médiane m re- 
lative à ce côté, et la différence 
B — C=a des angles à la base. 

Soit ABC le triangle considéré, 
et soit AD la médiane donnée; 
abaissons du sommet A la per- 
pendiculaire AH sur la base et soit H le pied de cette perpen- 
diculaire (fy. 77) ; comme on peut toujours supposer que B est 
le plus grand des deux angles à la base, et par suite que l'angle a 
est positif, on voit que le point H est toujours à gauche, du 
point D; si on connaît la longueur DH, le triangle rectangle 
AHD peut se construire, et le sommet A étant ainsi obtenu, Je 
triangle ABC est connu; donc, au point de vue géométrique, 
la connaissance de DH entraine la connaissance du triangle. 

Nous allons nous proposer de calculer DH et d'achever en- 
suite par le calcul la résolution du triangle. Posons DH = ^,' 
les triangles rectangles AHB, AHG, AHD dorment, que H soit 
à droite ou à gauche du point B ; 

AH^Ç-a.j lgB= (^^ + 3:j tgC^ i/^^^^^- 
Cours de IrigoaoïiKHric. 14 
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On en dédiiil : 












is 


B = -^, 


isc=- 


AH 

1 + "' 




on a donc : 








AH 


AH 


tg«- 


.lg(B- 


IgB-lsC 
'■'-,+lsBl6C 


l-" 


\ + ' 


.+- 


ÂH- 












T— ^' 


ou enfin : 






iAH.iï 






(0 


l8« = ^ 


-«^ + ÂÏÏ' 




d'ailleurs 












(») 




Âl^ = 


m' — x^; 







en éliminant AH entre ces deux équations, nous aurons l'équa- 
tion en X cherchée. Pour cela, de l'équation (i), on tire : 

d'où ; 



Portant cette valeur dans la relation (a), on a l'équation cher- 
chée 

ou, en réduisant et en remplaçant la tangente par sa valeur 
en fonction du sinus et du cosinus : 
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a'i6. Discussion. Pour qu'une valeur de x soit acceptable, 
il faut et il suffit tju'elie soit réelle, positive et telle que la va- 
leur de AH fourme par l'équation (3) soit positive et moindre 
que m; remarquons que si la valeur de AH est positive, elle est 
forcément plus petite que m, en vertu de l'équation (a) qui est 
vérifiée. Pour la réalité de x, il faut que les racines de l'équa- 
tion(i) en x^ soient réelles et positives; or, si les valeurs de 
x^ sont réelles, elles sont positives puisque leur produit et leur 
somme sont positifs; il suiflt donc de former la condition de 
réalité, qui est 

^ (f-«+-)'-(f +»■■)■■->"■ 



ou enfin, puisque u'\ rrfi et sin a sont positifs. 

Supposons cette condition remplie; les valeurs de x^, racines 
de l'équation (i), sont réelles et positives; à chaque valeur de 
x"^ correspond une valeur positive de x et une seule ; il y aura 
donc autant de solutions qu'il y a de valeurs de x^ telles que, 
X étant pris positivement, AH ait également une valeur posi- 
tive. 

Nous devrons distinguer deux cas, suivant que l'angle a 
donné est aigu ou obtus. 

1° Supposons a<()o°; tg a a une valeur positive ; donc pour 
que AH ait une valeur positive, il faut et il suffit que l'on ait 

3;3< - j — |-wî^ ), et on aura autant de solutions qu'il y aura de 

valeurs en a:^, racines do l'équation ('(), satisfaisant à cette iné- 
galité. Posons 

(6) /(x^)=l^*-i(^sin^cc + ».^)^'+(| + m^)'sin^a. 
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et substituons dans ce polynôme, premier membre de !' équa- 
tion (/i), à la place de x^ la valeur - ( y +m* j ; on a : 

le signe du résultat de la substitution dépend de la grandeur 

de m^ par rapport à — ," or, en vertu de (5), m^ est plus grand 
4 

que — sina ; il peut donc se présenter plusieurs cas : 

(A) m=>l>^sina; 

alors on a 



<K?--))< 



-(—■ -\-m^\ est compris entre les 
îeur de x'^ convient, la plus pciito. 

(B) j>m'>js]n«; 

dans ce cas, on a ; 

'■(i(f+-))>"^ 

donc - i — \-m^ 1 est inférieur à la plus petile racine, ou su- 
périeur h la plus grande ; o ou a solutions; comparons cette 
valeur à la demi-somme des racines; il y a deux solutions si la 

demi-somme est plus petite que ~( — \-m^\ , c'est-à-dire si 
l'on a 

f '"'■■+»■"<?+'"' 

condition remplie; donc deux solutions. 
(0) — >— si]ia>m'; racines imaginaires; o solution. 
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a" Supposons a> 90°; tga ayant une valeur négative, it faut, 

pourqueAH ait une valeur positive, queroiiaita!^>-(— -j-«i' t; 

on est conduit commeprécédemmont à former/"! -(—-(- 'H^j ) ; 
donc trois cas : 
(A) »->i">fin.; 

dans ce cas, on a 



^(^+...))<. 



_/ — Um") est entre les deux racines; une seule valeur de a;^ 
convient, la plus grande. 

(B) î.'>».'>|sm-; 

-/ — j-»!^) est alors inférieur à la plus petite racine, ou supé- 
rieur à la plus grande; d'ailleurs le calcul précédent montrequela 
demi-somme des racines est inférieure à la valeur - ( — + m*' j : 
o solution. 

(G) — > — sin o > ni^ ; racines imaginaires ; o solution, 

i" Supposons Qt^yo"; l'équation (1) devient alors, puisque 
ain a est égal h. i : 

OU 

Ce fait était évident; car la formule (1) exige, puisque a— 90", 
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que le dénominateur de la valeur de )ga soit nul. On calcule 
alors AH par la formule 



et'pour la>possibilitÈ du jiroblÈme, il faut a:'' < îk^ ; en rem- 
plaçant x^ par - ( f- m^ j, la condition devient : 



ou 

m' >7- 
En ri5sumé : 

im^ > — I solution. ^ 

„s ''g, ("''>T 'sohitiur 

y >»!^>---sinï, 2 Roiiltion.'!. a^-gn"- , "' 

-psina>m^ i)Rnluii'>ii. * "' 

.?'i7. Ayant_obtenua;, pour achever la résolution du triangle, 
on cabulera AH, soit par !a formule (3), soit par la relation 
AH=s/wî* — x^; ayant x et AH, on en déduit les arifflo^ B et C 
par les formules 

;-« ;+« 

cl les cùtûs i cic, par les relations 
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g VII. ' 



QUADRILATERE INSCKIPTIBLE. 




J'ig. 7S. 



ijS. On distingue dans un quadrilatère ABCD {fig. 78) huit 
éléments, les quatre côtés et les quatre angles. Ces huit élé- 
ments sont toujours liés entre eux par trois relations distinctes, 
car il suffît, pour déterminer com- 
plèlementle quadrilatère, de donner 
cinq de ces éléments convenable- 
ment choisis. Par exemple, on voit 
immédiatement que l'on peut cons- 
truire un quadrilatère, connaissant 
les côtés AB, BG et les angles A, B 
et G. — Si le quadrilatère est inscrip- 
tible, il y a entre les éléments une 
quatrième relation; cette relation 
est la suivante : daux angles opposés 
sont supplémentaires. Donc il suiTit, 
pour déterminer un quadrilatère 
inscriptible, de donner quatre éléments de ce quadrilatère, 
Toutefois il faut que les éléments donnés soient indépendants 
les uns des autres, de telle sorte que la grandeur d'aucun 
d'entre eux ne résulte de la connaissance des autres ; par 
exemple, deux angles opposés du quadrilatère ne peuvent faire 
partie du groupe des quatre éléments donnes, car ces angles 
devant être supplémentaires, un d eux étant donné, l'autre se 
trouve déterminé, et on iie donne pas plus en les donnant tous 
les deux qu'en n'en donnant qu'un Njus allons donner un 
exemple de résolution d'un quadrilatère insciiptible. 

249. Problème. Connaissant les quatre côtés d'un quadri- 
latère convexe inscriptible, calculer les angles, la surface, les 
:e quadi-ilatère, et le rayon du cercle circonscrit. 



Calcul des angles. Appelons a, b, c, d, les côtés AB, BC, CD, 
DA, du quadrilatère convexe inscriptible AIÎCD {/ig. 79) et 
A, R, C, D, les angles du quadrilatère, qui ont pour sommets les 
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C etD. Menons la diagonale ISD ; nous aurons, 
dans le triangle AIÎD : 

BD^=za'^-\-d^ — 2 ad cos A, 
et dans le triangle BDC : 

BÛ' = 63 -|. (!2 _ 2ÔC cos C ; 

d'ailleurs, les angles A et C étant 
supplémentaires, cûsG est dgal à 
— = cos A, et par conséquent, en éga- 
lant ces deux espressions deBD , on 
a la relation 




2ad cos A = fi^ -f c' -|- '±bc < 



s A, 



cos A^-- 



Cette formule fait connaître l'angle A en fonction des quatre 
côtés ; mais, comme elle n'est pas calculable par logarithmes, 
on la transforme en opérant comme on a fait au n" aiQ pour 
calculer un angle d'un triangle en fonction des trois côtés. 

On a, i 'an gle — étant moindre que 90" : 



^■^A^ / i-cosA ^^ cûs-=\/-i-=t£^ 

Formons les expressions i — cos A et i -(- cos A. On a : 

■iad -\-2bc — d^ — d'-i-b^-U c^ 
I — cosA=— -J ■ , . ;-■■■■ , ■■ - ■ — 

_ {b^cY^{a-dr 
ii[ad+bc) 



h^\/^ 



{b+. 


: + (. 


-i)(i+t+<i 


-0) 


i[ad + bij 


/(*+, 


! + rf 


-<.)f<. + 4 + < 


— <■■) 
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De même, 

^ad+-^hc + a' + d' — b'- 
2{ad-}-bc] 
Ja + df-iè-cY 

2;«(i+ àc) 



I -j-C03A = 



1 {ad + bc] 



4=i\/^ 



+ d^h^c){a + d^c-b) 



ad-j-bc 

Si nous diSsignons par ap le périmètre du quadrilatère, n 
aurons : 

a+b + d~c = ilp-c) 
et, par suite, 






A_ /(p--»Kp- 



i+i 
d'où, en divisant membre h. membre, 



•fe, V (p-S)(j,-£)' 



On aurait do même 



'=., \/ ,„-c](p-dV 



{p-c)[p- 
Les angles G et D sont les suppléments des angles A et B. 
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a5o. Discussion. Pour. que le problùme soit possible, il 
faut et il suffit que les valeurs trouvées pour les tangentes des 

angles — et — soient réelles, c'est-îi-dire que l'on ait 
{p — a)(p--l) <p~a){p-b) 

ou enfin que le produit 

soit positif. Il faut pour cela, ou que les quatre quantités 

p — a, p — f>, p — c, p — d, 

soient positives, ou que deux de ces quantités soient négatives 
et les autres positives, ou que les quatre soient négatives. Or, 
deux de ces quantités ne peuvent être négatives en même temps, 
car si l'on a, par exemple, 

p — a<o, et ^ — i<o, 

on en déduit en ajoutant 



ou, en remplaçant -ip par sa valeur a ■{- b -{- c^ d, 
C-\-d<o, 

ce qui est impossible, les quantités données étant nécessaire- 
ment positives. Donc la condition de possibilité est que les qua- 
tre quantités 

p — a, p — b. p — c, p — d, 

soient positives, ou, ce qui revient au même, que chaque côté 
du quadrilatère soit moindre que la somme des trois autres. 

a5i. Calcul de la surface. La surface S du quadrilatère est 
la somme des surfaces des triangles ABD et BGD. Or, la sur- 
face du triangle ATîDest égale à -adsin A, la surface du trian- 
gle BGD est égaleà-ôf^sin C, ou, l'angle C étant le supplément 
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de A, à- ficsinA. Donc on a 



S=_(„(/-]-Èc)sinA. 



D'autre part, 



/ [p-h){p-c) 
V ad-V-bc ' 



. ■ A . / p—a)(p--dy , A 

■nplaçant sm - par \J ^ — j Xh ' ' '^'^^ ^ P^'' 



tA = ^^^^^\/{P— «)fp — '^J(?'— c)(p — «"K 



aîî. Calcul des diagonales. En éliminant l'angle A entre les 
deux relations 

BÛ^ — «2 ^ (P _ 2 a^ COR A 
ÏÏD^ = l>^ + c^+aSccosA, 
on a 

_, ^ l,'a^ + d') + adi6' + c']^ 

--, <,t(»- + M) + eii(f.e+M) 



On aurait de mém^ 



(atl + ic'liiit+bd) 
ai + cl 
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Ces formules permettent de calculer les deux diagonales BD 
et AG en fonction des câtés. 

253. Remarque. La Comparaison des deux dernières for- 
mules permet encore d'établir des théorèmes remarquables, 
relativement aux diagonales d'un quadrilatère inscriptiblel f^n 
multipliant ces relations membre à membre, on a 

d'où 

BDxAC = ae+ftrf. 

Ce qui montre que, dans un quadrilatère inscriptible, le pro- 
duit des diagonales est égal à la somme des produits des côtés 
opposés. 

En divisant membre h membre les mêmes relations, on a 



BD 



{ab "P cdf 



_ ad-i-/>c 
~ab-\-cd' 



Ce qui montre que, dans un quadrilatère inscriptible ABCD, 
le rapport de la diagonale AG à la diagonale BD est égal au rap- 
port de la somme des produits des côtés qui aboutissent en A et 
des côtés qui aboutissent en G, à la somme des produits des côtés 
qui aboutissent en B et des côtés qui aboutissent en D. 

a54. Calcul du rayon du cercle circonscrit. Si nous dési- 
gnons par R le rayon du cercle circonscrit, on a, <lans le trian- 
gle ABD, 



/ {a6 + cd)[ac+id) 
V ad + ie 



\'{p~a)lp~b)[p—c){jj-d)_ 
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\{ab-\-edj{ac-\-èd}(ad-j-i)C) 

/, \i(p — aj{p- b) (p — c){p— d) 



g Vlil. — APPLICATION DE LA TniGONOMÉTHlE Al'X QUESTIONS QUK 
PRÉSENTE LE LEVÉ DES PLANS. 

a55. Problème I. Trouoer ta hauteur d'une tour dont le pied 
est accessible. 

Soit AB la hauteur qu'il faut déterminer, et supposons que le 
pied A soit placé sur un terrain horizontal, de telle sorte que 
l'on puisse mesurer avec la chaîne d'arpenteur une base AC 
située dans ce terrain horizon- ^ 
tal et passant par le pied A de 
la hauteur à mesurer (fig- 80). 
On place le graphométre au 
point C, et on dispose le cer- 
cle gradué dans le plan verti- 
cal conlenanl le point A ; soit 
G' le centre du cercle gradué, 
on met le diamètre 0° — 180° 
horizontal, et avec l'alidade 
mobile on vise le sommet B ; ^- g^ 

on connaît ainsi l'angle A'C'B. 

Ceci posé, dans le triangle rectangle A'G'Bon connaît un côté 
de l'angle droit A'(V et l'angle en C ; on en déduit : 

A'B = A'C'lgC', 

formule calculable par logarithmes. En ajoutant à la longueur 
BJnsi calculée, la hauteur GC du graphométre, on aura la hau- 
teur AB cherchée. 

256. Problème II. 7'rouver la hauteur d'une tour dont le 
pied est inaccessible, ou la hauteur d'une montagne au-dessus de 
la plaine. 

Dans ce problème cûmme dans le précédent, nous nous pro- 
posons de calculer la hauteur de la tour ou de la montagne au- 
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dessus du plan horizontal passant par le centre du cercle gra- 
dué du graphomètre. 
Soit AH la hauteur à mesurer, A étant le sommet et H le 
A pied, sur ce plan horizontal, 

de la verticale menée par le 
sommet A{/Î3. St). On trace 
dans la plaine une droite BC 
telle que de ses deux extré- 
mités on aperçoive le som- 
met A, et on mesure cette base 
BG. Ceci fait, on place le 
graphomètre au point C et 
on mesure l'angle ACB ; on 
transporte ensuite le grapho- 
'''S- ^'- métré au point B et on me- 

sure d'une part l'angle ABC, d'autre part l'angle ABH: pour 
évaluer ce dernier angle, on place le cercle gradué dans le 
plan vertical contenant le sommet A, on dispose horizonta- 
lement la ligne o"-— i8o° et avec l'alidade mobile on vise le 
pointA; l'angle de l'alidade mobile avec l'alidade fixe est l'angle 
ABH. Ceci posé, il est facile de calculer AH; dans le triangle 
ABC, on a 




BA(;=r8<>"-{ACB + AhC, 
BGsinACB 

le triangle ABH donne alors 

An = ABs!nABn, 
ou, en remplaçant AB par sa valeur 

nACB'sinAIÎH 



AH=- 



sinBAG 



formule calculable par logarithmes. — Il est bien entendu que, 
pour avoir la hauteur de la tour ou de la montagne au-dessus 
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delà plaine, il faut, à la longueur AH ainsi calculée, ajouter la 
hauteur du graphomètre. 

3^7 . Problème III. Trouver la distance d'un point acces- 
sible A. à un point inaccessible B. 

On trace sur le terrain à partir du point A une ligne AG que 
l'on mesure avec la chaîne {fy. 8î} ; avec le graphomètre on 
mesure successivement les angles BAC, BCA ; dans le triangle 
ABC, on connaît un côté et les deux angles adjacents; on a 
donc 

ABG=iSu'' — (A + C;, 



et 



Al{ = 



AG i^m C 



formule calculable par logarithmes. 

a58. l'robiëuiu IV. Déterminer ta distance de deux points 
inaccessibles A elB. 

On trace sur le terrain une base CD {fig. 83) que l'on choisit 




de manière que de ses deux extrémités on aperçoive les points 
A et B.'On mesure la longueur de cette base CD, et, avec un 
graphomètre, on mesure les angles ACD, BCD et ACB, puis les 
angles ADC et BDC. Dans le triangle ACD, on connaît un côté 
CD et les deux angles adjacents ; on aura donc 



(■) 



AC = 



CD sin ADU 
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■!, danele triangle BCD, on connaît un côté CD el les 
gles adjacents ; on aura donc 

CDsinÊDC 



BC = 



QÎBDC+îTtiD) 



Enfin, connaissant les côtés AC, BC du triangle ACB et l'an- 
gle ACB qu'ils comprennent, on peut calculer AB. On remarque 
qu'il est inutile de calculer les valeurs de AC et de BC; il suffît 
de calculer leurs logarithmes, logAC et logBC; on est ramené 
à calculer le troisième côté d'uu triangle ACB connaissant les 
logarithmes des deux autres côtés et l'angle qu'ils comprennent 
(il 3); on achèvera le calcul comme il a été indiqué au n" 2i3. 
25c). Si les deux droites AB et CD sont dans un même plan, 
l'angle ACB est égal è. la différence des angles ACD et BCD ; mais 
quand ces deux droites ne sont pas dans un même plan, les 
angles ACB, ACD et BCD sont les trois faces d'un angle trièdre, 
et par suite, dans ce cas, l'angle ACB est plus grand que la dif- 
férence des deux autres. 

260. Problème V. Trois poinls A, B, C étant situés sur un 
terrain uni el rapportés sur une carte, déterminer sur cette carte 
le points, d'où (es distances AG et BG ont été vues sous des angles 
donnés a et ^ {f,g. 84). 

On a une solution géométrique du problème en décrivant 
sur AC un arc de cercle capable de l'angle a, et sur BC un 
ç j g arc de cercle capable de 

~ l'angle ^. Ces deux arcs se 

coupent au point C, et en un 
autre point P qui est le poini 
cherché. — Si la somme des 
angles « et p est le supplé- 
ment de l'angle ACB, les 
deux arcs de cercle se con- 
fondent, et le problème 
indéterminé. 

Mais ce procédé ne comporte pas une très grande exactitude, 
car les constructions d'angles sur le papier ne peuvent pas être 
faites avec une précision comparable à celle avec laquelle soni 
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mesurés les angles sur le terrain, 11 n'en est pas de même pour 
les longueurs ; grâce aux échelles de réduction, on peut porter 
sur le papier des longueurs proportionnelles aux longueurs 
mesurées sur le terrain, avec une précision comparable à celle 
avec laquelle ces longueurs ont été mesurées ; c'est pourquoi 
dans les constructions graphiques on doit remplacer l'emploi 
des angles par l'emploi des longueurs. On arrivera donc à une 
meilleure détermination du point P si l'on calcule d'abord les 
angles CAP et GBP, puis les longueurs AP, BP et CP, et si, des 
points A, B et G pour centres, avec des rayons égaux aux lon- 
gueurs trouvées, on décrit trois cercles qui doivent se couper 
au point cherché. 

Soient CA = o!, CB = b et soit G l'angle connu ACB ; appe- 
lons X l'angle CAP, )/ l'angle CBP. 

Le quadrilatère ACBP étant supposé plan, on a d'abord : 

d'où 

On obtient une seconde relation entre «, y et les données, en 
calculant le côté CP dans les deux triangles AGP, BGP, et en 
écrivant que les deux expressions trouvées sont égales. 

On a ainsi : 



On lire de là : 












smx — 


'M 




isina— rïSLï 


ifS 


sinj;-!- 




i. + asiT 


'f 


'où 


— y. 


6sin.-« 


„„, 


:,' + '• 




i,m. + a 


A^' 




Gours de ti-i| 


^onod! 


létrie. 
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et, comme on connaît a;-|-i/, cette formule permet de calcu- 
ler -, et, par suite, ce et y. Mais cette formule n'est pas cal- 
culable par logarithmes; pour la rendre calculable par loga- 

ésîna — asinp 

rithmes, mettons le rapport ;— : : — - sous la forme 

osina + rtsinfl 



r-r-; et déterminons un angle auxiliaire », compris entre 

asmjl 



bfi'ina 
n et yo°, tel que l'on ait : 




Connaissant '- et -, on obtient aisément x et y, et 

ensuite il est très facile de calculer les longueurs AP, BP et CP. 
261. Remarque. Si la somme des angles a et fl est le sup- 
plément de l'angle C, nous avons reconnu géométriquement que 
le problème est indéterminé. Dans ce cas, le calcul conduit né- 
cessairement à une indétermination. Kn efïet, ar-f y est alors 
égal è. 180°, et par suite. 



est inûnie. D'autre paît, le rapport 



est alors nul; en effet, le quadrilatère ACBP est inscriptible 
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[fig. 85), et l'angle a est égal h. l'angle ABC, l'angle p est égal 
h l'angle BAC, et par suite, dans le triangle ABC, on a: 



(isinp = ifiina. 
i ce cas, tg 



étant 



égal au produit de deux, facteurs 
dont l'un est nul, l'autre infini, 
est une quantité indéterminée, 
et a; et y ne sont assujettis qu'à la condition 




EXERCICES SUR LE CHAPITRE "VI. 



I, Soit *' le rayon du cercle inscrit dans un triangle ABC; soient 
r, r", t"' les rayons des cercles eïinscrits situés respectivement dans 
l'angle A, dans l'aogle 6, dans l'anj^le C; soient ■x'fi le périmètre du 
Iriangte, S sa surface, R le rayou du cercle circonscrit; démontrer 
les relations 









= {p-c)r'", 
'■ = P tg - 






R: 



4 



=Vn'VV", 



a. Dans une suite de triangles, on donne o et b-\-c; démontrer 
que ; I' la projection de la bissectrice de l'angle Asuri'uu des côtés 
de cet angle; a" le produit des perpendiculaires abaissées des som- 
mets B et C sur la seconde bissectrice de l'angle A ; 3° le produit 



des tangentes des demi-augles i 
diiil. l'Y"; sont des quautiléa cou 



et C ; 4" le quotient -; ; 5" ie pro- 
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3. Si on mène un cercle tangent à la fois au cercle inscrit dans un 
triangle ABC et aux deux côtés AB, AC de ce triangle, Ta étant le 
rayon de ce cercle, r étant le rayon du cercle inscrit, on a la relation 



., (,.-!) 



4. Soient îe centre du cercle circonscrit à un triangle ABC, Hle 
point de rencontre des hauteurs, I le centre du cercle inscrit, R le 
rayon du cercle circonscrit : 1° Démontrer les relations 



,=(.- 



it (r— ScosAcosBcosC) 

,B . -C 
1' - sui" - — CO8 A cos B 



H^ = 4R*'A 



étant le rayon du cercle inscrit dans le triangle ABC, et R' l 
u du cercle circonscrit au triangle formé par les tangentes e 
et C, démontrer les relations 



OH =R -^ 



H' 



5. Soient A, B, C, les angles d'un triangle ABC; calculer, en fonc- 
tion de ces angles, le rapport de la surface du triangle ABC à la 
surface du triangle A'B'C, qui a pour sommets les pieds A', B', C, 
des hauteurs du triangle ABC. 

6. étant le centre du cercle inscrit dans un triangle ABC, dé- 
montrer la relation 

AB.OC^+BC.ÔÂ^-)-AC.LiB^=;AB.BC.AC. 

(Concours académique, Clermont, 1875.) 

7. Si A', B', C, sont les angles sous lesquels on voit, du centre du 
'Cercle inscrit dans un triangle ABC, les côtés de ce triangle, démou- 

ti'er que l'on a la relation 

4sinA'sinB'sinC' = sinA-i-sinB + sinC. 

(Saint-Cyr, Examen oral.) 

8. Démontrer que, si on divise la base BC d'un triangle ABC en 
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trois parties égales par les points Q et K, on a les relations 
sin BAR. sin CAQ == 4 siii BAQ. sin CAR 
{cot BAQ + cot QAR) (col CAR + co t RAQ) = 4 coséc= QAR . 

9. a, b, c, étant les côtés et A, B, C, étant les angles d'un triangle, 
démonlrer que les angles aigus x, y, 2, déterminés par les équa- 

'^"^^^h+'e' ""'^^H^' '^°'^=;r+6' 

vérifient les relations 



[Baccalauréat, Paris.) 

10. A, B, C, étant les angles d'un triangle, trouver la valeur de 
l'expression 

sm^-^-sm-^- 4-sin2-+2Sin-sin-sm-— I. 

11. Démontrer que, A, B, C, étant les angles d'un triangle, on a la 
relation 



la. A, B, C, éUnt les angles d'un triangle, ciiercher quel doit ê 
ce triangle pour que l'expression 

...... 



sin B sin G ~ sin C sin A "^^ sin A sio B 
prettne sa valeur minimum. 

i3. Démontrer que tout triangle dans lequel on a 
tall_sin'B 
tgC"sin2C 
est isocèle ou rectangle. 

1 4. Démontrer que si, dans un triangle, on a la relation 
„-^^^ sinB4-sinC 
<^03B-[-C05C' 
le triangle esl rectangle en A. 
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, Démonlrer qu'un trtanple est reclangle s 
!s l'une ou l'autre des relations 



BinC — cosA^cosB, — -^^sinA+cosAcol B. 
i6. Dâmonlrcr que si, dans un Irlansle, ou a la relaliou 



le triangle est isocèle, 

17. Résoudre un trianf^le rectangle, connaissant la bauteur h, 
et !e rayon r' du cercle exinscrit dans l'un des angles aigus. 

(Concoui's académique, Poitiers, 1874-) 

18. Résoudre 1111 triangle reclangle, connaissant l'hypoténuse et la 
longueur de la bissectrice de l'angle dl'oit. 

19. Résoudre un triangle rectangle, connaissant le rayon du 
cercle inscrit et la bissectrice de l'angle droit. 

ao. Résoudre un triangle rectangle, connaissant l'hypoténuse o et 
le produit l^ des bissectrices des angles aigus discuter. 
ai. Résoudre un liiangle connaissant les angles et une hauteur. 

22. Résoudre un triangle connaissant un côte a, la hauteur cor- 
respondante h, et la somme ou la diffcreuLC des deuï autres côtés. 

23. Résoudre un triangle connaissant un angle, la hauteur issue 
du sommet de cet angle et la somme ou la différence, ou le produit, 
ou le quotient, des deux côtés adjatei ts 

34. Résoudre un tiiangle connais'^T.nt le cflié i, l'angle opposé A 
et la hauteur h correspondant au i-ôté a 

25. Résoudre un Iriangle, connaissant un angle et deux hauteurs. 

a(). Résoudre un triangle connaissant les trois hauteurs. 

a?. Résoudre un triangle, connaissant les angles et la somme des 
inverses des hauteurs. 

{Concours académique, Lyon, 1878.) 

28. Calculer les angles B et C d'un triangle ABC, connaissant 
l'angle A et les deux segments )n et n déterminés sur le câté BC par 
la hauteur issue du sommet A. 

(Baccalauréat, Paris.) 
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29. Résoudre un liiangle, tonciaissant Ips angles et le rayon du 

cercle circoBScrii. 
3o; Résoudre un triangle, connaissant les angles et le rayon du 

cercle insci'il ou d'un cerclp cfinscrit 

3i. Résoudre un triangle, connaissant un anfile, le rayon du cercle 

circonscrit et le rayon du ceule inseiit 

(Concours acadÉmique, Grenoble, 1878.) 
3a. Résoudre un triangle, connaissant les rayons des trois cercles 

33. Résoudre un triangle, connaissant les angles et les distances 
d'un point du plan aux trois côtés. 

34. Résoudre un triangle, connaissant le rayon du cercle inscrit, 
un angle et la somme des distances du centre du cercle inscrit aux 
sommets des deux autres angles. 

35. Résoudre un triangle, connaissant un angle, la surCace et la 
somme des carrés des trois côlés. 

36. Résoudre un triangle, connaissant un côté, la différence deS 
angles adjacenis et te produit ou le quotient des deux autres 
côtés, 

37. Résoudre un triangle, connaissant a, A, et le produit m^ de 
l'un des deux côtés inconnus par la somme ou par la différence de 
ces deux eûtes. 

38. Résoudre un triangle ARC, connaissant le côté a, l'angle op- 
posé A et la somme des carrés des deux autres côtés, b^-\-e^=m^, 

39. Résoudre un triangle ABC, connaissant l'angle A et les deux 
sommes u-j- 6, a-\-c; discuter. 

(Concours général, 18G2.) 

40- Hésoudre un Iriangle, connaissant le périmèli'e, un angle et la 
surface. 

41. On donne dans un triangle l'angle C, la surface S, et l'on sait 
que a-J-fc— c=ft, h étant une quantité donnée : calculer a, 6, c, 
A etR. 

[Baccalauréat, Monlpellier.) 

42. Résoudre un triangle ABC, connaissant lasarface S, le côt^ c, 
et la dilféronco des angles adjacents A— R^a; discuter. 

(Concours général, 1860.) 
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43. Résoudre un triangle ABC, connaissant l'angle A, la ionguei 
de la médiane issue du soiiimei A, et la surface S. 



(Baccalauréat, Rennes.) 

44- Résoudre un triangle, connaissant la base, la hauteur et le 
produit des tangentes des demi-angles à la base. 

(Concours acadé m iq ue, Caeii, 1874-) 

45. Résoudre un triangleABC, connaissant le oûté a, l'angle A, et 
sachant que b — e-\-h:=l, l étant une quantité donnée, et A repré- 
sentant la hauteur issue du sommet A. 

(Fermât.) 

4I), Résoudre un triangle ABC, connaissant un côté a, l'angle 
opposé A, et la somme m^ des carrés de la hauteur h qui cor- 
respond au côté a, et de la différence des deux autres côtés, 

(Agrégation, 1875.) 

47, Résoudre un triangle, connaissant l'angle A, la hauteur h et la 
médiane m qui lui correspondent, 

(Concours général, i855.) 

48, Dans un triangle ABC, on donne l'angle A et les longueurs Ë 
et T des médianes qui aboutissent respecli^emenl aux sommets B 
et 0; calculer les côtés AC, AB, et construire géométrique me ni le 
triangle. 

(Concours académique, Dijon, 1877.) 

49- Résoudre un triangle, connaissant l'angle A, ainsi cjue la bis- 
sectrice et la médiane issues de ce sommet. 

5o. On donne le côté a d'un triangle ABC, la somme l des deux 
autres côtés, la somme ft' des carrés des bissectrices, solides angles 
intérieurs adjacents au côté i}, soit des angles extérieurs adjacents 
au même côté, et on demande de calculer les deux autres côtés 6 
etc; on examinera le cas particulier où l=^ia, et, dans ce cas, on 
discutera complètement les deux problèmes en laissant a iixe et en 
faisant varier K^. 

(Agrégation, 1880.) 

5i. Soit un Iriangle ABC ; soient B' et C les points de rencontre 
des côtés AC et AB avec les bissectrices des angles B et C du ttiangle; 
soient de même B' et C" les points de rencontre des mêmes côtés 
avec les bissectrices des angles extérieurs au triangle et qui ont B 
et C pour sommets : j," calcLdcr les angles B et C, connaissanl le 
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côté a, l'angle opposé A., et le produit niii= des longueurs BB', CC 
des bissectrices iatérieures; a° résoudre la même question en sup- 
posant que ma^ est le produit des longueurs BB", CC des bissec- 
trices extérieures; discuter les deux problèmes, et pour le second, 
indiquer, dans les différents cas qui peuvent se présenter, les posi- 
tions des points B" et C" par rapport au côté BC. 

(Agrégation, i885.) 

5a. Résoudre un triangle ABC, connaissant le côté ii, l'angle B, la 
difféi'once 6 — h=l entre le côté 6 et la bauteur h issue du som- 
met A; discuter. — Montrer que le problème peut être ramené à la 
recherche des points où le côté BA rencontre une parabole ayant 
pour foyer Ze sommet C du triangle et pour directrice une parallèle 
au côté BC; discuter à nouveau le problème, et comparer les résul- 
tats des deux discussions. 

(Agrégation, i88i.) 

53. Résoudre un triangle ABC, connaissant la somme «-[-6^J, la 
hauteur h correspondant au côté a, et la médiane m correspondant 
au côté 6. 

54. On donne la longueur de la bissectrice de l'angle A d'un 
triangle ABC et la somme des deiis côtés AB, AC qui comprennent 
cet angle; étudier la variation de la surface du triangle, ainsi que 
les variations de l'angle A et des eûtes AB et AC. 

(Agrégation, 1871.) 

55. Résoudre un triangle, connaissant un angle et les segments 
extrêmes détermicés sur le côté opposé par les droites qui partagent 
l'angle en trois parties égales. 

(Concours académique, Bordeaux, 187a.} 

56. Dans un triangle ABC où le rayou du cercle circonscrit est 
égal à l'unité, on mène les bissectrices des suppléments des angles; 
on forme ainsi un nouveau triangle A'B'C, le sommet A' étant dans 
l'anfîle A, le sommet B' dans l'angle B, le sommet C dans l'angle C ; 
on donne : 1° le rapport X du côté AB à la somme des deux autres 
côtés BC et AC; 2" le rapport v- du côté A'B' à la somme des côtés 
B'C et A'C ; on demande de résoudre le triangle ABC et de trouver 
les conditions de possibilité du problème. 

[Concours général, i8ti3,) 
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57. Trouver dans le plan d'un triangle un point tel qu'en le joignant 
aux Irois sommets du triangle, les trois triangles ainsi formés aient 
des cercles circonscrils égaux, 

(Concours académique, Caen, 1K75.) 

58. Calculer les angles el la surface d'un trapèze, connaissant les 
quatre côtés. 

5ii. Calculer les angles et la snrface d'un trapèze, connaissant les 
bases parallèles et les deux diagonales. 

60. RésouJre un trapèze, connaissant les angles et les longueurs 
des diagonales. 

61. Calculer les côtés et les angles d'un trapèze isocèle, connaissant 
le périmètre aj), la longueur u des diagonales e( l'angle a» de ces 
droites; discuter géométriquement et trigonométriquement. 

{Baccalauréat, Toulouse.} 

6a. Calculer les éléments d'un trapèze inscrit dans un cercle de 
rayon donné It, connaissant un angle et la surface. 

03, Calculer les côtés d'un trapèze inscrit dans «n cercle de rayon 
donné H, connaissant le périmètre ip, el un angle aigu a. 

C4. A partir du point A sur une circonférence de rayon i, on 
porte un arc AB=œ, puis à la suite un arc BC = u, tel que l'on ail 
a;+a<ir; enjoint le point C à l'extrémité D du diamètre qui passe 
en A; éludier les variations de la surface et du périmètre du qua- 
drilatère ABCD. 

65. Étant donné un triangle isocèle dont l'angle au sommet est égal 
à A et dont la base est égale à a, on prend sur la base BC un point M 
et on abaisse du point M les perpendiculaires MP, MQ sur les deux 
autres côtés; ou demande : i" d'exprimer la surface du quadrila- 
tère APMQ; a° de déterminer la position du point M de telle sorte 
que la surface soit maxima ou minima. 

(Baccalauréat, Besançon.} 

(j6. Résoudre un quadrilatère, connaissant les côtés et la surface. 

(17. Résoudre un quadrilatère, connaissant les angles et les lon- 
gueurs des diagonales. 

68. Résoudre un quadrilatère, connaissant trois côtés et les deux 
angles adjacents au qualriérae côté, 

(Concours académique, Bordeaux, 1S70.) 
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Gg. Résoudre un quadrilatère inscriplibJe, conuaissanl les diago- 
nales et deuK côtés opposés. 

70. On donne une circonférence dont le centre est en et un 
point P dans son intérieur; par le point P on mène deux cordes rec- 
tangulaires quelconques APC, BPD ; on forme le quadrilatère inscrit 
ABCD en joignant les extrémités de ces cordes; on mène ensuile les 
langenles au cercle aux points A, B, C, D ; les points, de rencontre 
des tangentes consécutives sont les sommets d"un second quadrila- 
tère A'B'C'D'; I» démontrer que ce second quadrilatère est inscrit 
dans un cercle dont le centre est sur la droite OP; a° exprimer, au 
moyen du rayon du cercle 0, de la dislance OP et de l'angle de 
l'une des cordes avec OP (l'angle APO par exemple), les segments 
des cordes, les côtés du quadrilalèi-e inscrit, les segments des côtés 
du quadrilatère circonscrit et les sinus des angles de ce quadrila- 
tère; 3° démontrer, à l'aide des relations obtenues, que le produit 
des côtés du quadrilatère inscrit, les dislances des centres des deux 
cercles et le rayon du second cercle demeurent invariables, lorsqu'on 
fait tourner les cordes autour du point P. 

(Concours général, 1870.) 

71. Késoudre un quadrilatère dans lequel deux angles opposés 
sont droits, connaissant un des autres angles et les côtés qui le 
comprennent. 

72. Résoudre un quadrilatère ABCD à la fois insciiptiUe cl cii-- 
conscriptible, connaissant; 

1" Les angles et le périmètre ap; 

a° L'angle A, le périmètre %p, et le rayon r du cercle inscrit; 
30 Le périmètre ap, le rayon r du cercle inscrit, et le produit P des 
diagonales. 

73. Trouver les angles d'un quadrilatère convexe circonscrit à un 
cercle de rayon donné r, connaissant trois côlcs consécutifs o, b, c, de 
ce quadrilatère; chercber entre quelles limites doit varier r pour que 
le problème soit possible, les côtés donnés a, 6, c, restant constants; 
on distinguera deux cas ; celui où les points de contact des côtés du 
quadrilatère avec la circonférence sont situés sur les côtés eux- 
mêmes, et celui où ces points do contact sont sur les prolongements 
des côtés. 

(Agrégation, 1884.) 

74. Étant donnés deux points fixes A et B, par le milieu de la 
droile AB, on trace une droite OP faisant avec AB un angle ç quel- 
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conque et une droite OP' perpendiculaire sur OP; on prend respec- 
tivement sur OP et sur OP' deuï points M et M' tels que chacune des 
sommes MA 4- MB, M'A-j-M'B soit égale aune ijuantilé donnée an; 
puis on achève le rectangle OMNM' dont OM et OM' sont deux côtés ; 
trouver à quelles valeurs de l'angle <f correspondent le maximum et 
le minimum de l'aire du rectangle. 

(Concours général, 1861.) 

75. Une tour DE est bltie au pied d'un coteau; sur le penchant du 
coteau on mesure «ne base AB = a, dont le prolongement vient 
passer au pied de la tour; ies hauteurs angulaires du sommet de 
la tour au-dessus de l'horizon, mesurées des points A et B. sont 
a et P; la dépression HGD du pied de la tour au-dessous de l'horizon, 
mesurée d'un point quelconque C de la base, est -;; calculer la hau- 
teur de la tour. 

[Concours académique, Bordeaux, 1873.) 

76. Un ballon a été observé en même temps de trois stations 
situées dans unplanhori/.ontaletqui sont les sommets d'un triangle 
dont les côtés ont des longueurs données; on a mesuré les angles 
formés avec le plan horîzonlal par les rayons visuels dirigés vers le 
ballon; on demande la hauteur du ballon au-dessus du plan des 
stations; esaminer les cas particuliers oCi ; 1° les stalions sont les 
sommets d'un triangle équilatéral; a" les stations sont en hgne 
droite. 

(Concours généra!, iS-ji.) 



PROBLEMES DIVERS. 

77. On donne doux circonférences tangentes estérieurament et de 
rayons a el b; soit S l'angle de leurs tangentes communes exté- 
rieures ; démontrer la relation 

. ._4(«^-6W£6 
''""- (a + 6,* • 

78. Étant donné un triangle ABC, on demande de mener par le 
sommet G une droite CD telle que la somme des projections sur 
cette droite des calés AG et BC soit égole à une longueur donnée; 
discuter, 

(Concours général, Phil-, 1864.) 
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7g. Étant donné un triangle ABC, on considère la bissectrice de 
l'angle A, et on demande de délerminer sur cette bissectrice «m 
point M tel que, si on le joint aux deux sommets B et C, on ait 
MB 
jT^:=ft; discuter; variations de S. 

80. Étant donné un triangle ABC, on le fait, tourner autour d'un 
de ses côtés AB de façon qu'il effectue une révolution complète : 
1" évaluer en fonction de AB et des angles adjacent.^ Aet Bla somme 
des surfaces engendrées par les c6tés AC et BC, ainsi que le volume 
engendré par le triangle ABC ; a° en supposant données la base AB 
et la somme des angles A et B, chercher pour quelles valeurs de ces 
angles le volume précédent sera maximum. 

{Baccalauréat, Toulouse.) 

81. Dans un triangle quelconque ABC, on désigne par a, 6, c, les 
trois côtés et par I un point qui détermine sur le côté BC deux seg- 
ments IB, IC proportionnels ftus nombres p et 5; ceci posé, on de- 
mande ; 1" de calculer en fonction de a, b, 0, p, q, la longueur œ de 
la droite AI; t." de déduire de !a formule obtenue et en fonction de 
u, b, c, les longueurs a, p, f, des bissectrices intérieures des angles 
A, B, C, et les longueurs a', p', ^', des bissectrices extérieures de ces 
mêmes angles; 3° de démontrer que, si les bisseclrices p et -j soiit 
égales, les côtés correspondants b et e sont égaus ; 4' d'exprimer, en 
fonction de la surface S du triangle et du rayon II du cercle circons- 
crit, la quantité Z définie par l'égalité 

»Z='^J^.mA+ï^^.înB+ï^'sinC. 

[Concours académique, Dijon, 1879.) 

82. Étant donnés un angle droit yOx et un point A sur Oj/, on 
prend sur. Oa; un point M et on porte sur cette même droite une lon- 
gueur ON telle que l'on ait ON = ft. OM, k étant une quantité donnée; 
délerminer la position du point M de telle sorte que l'angle MAN soit 
égal à. uu angle donné a; discuter; maximum de l'angle 



(Concours général, i863,) 



83. Étant donnés un point A et une droite indéfinie iny, trouver 
sur xy un point P tel que si on construit un triangle rectangle iso- 
cèle APM ayant AP pour un côté de l'angle droit et rectangle en P, 
on ait, en appelant N le point de rencontre de i'bypolénuse avec xy, 
la relation 

ASi.AN-ft^ 
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84. On donne dans un même plan deux droites parallèles eL un 
point P extérieur à ces droites; on demande de placer la plus courte 
dislance de ces parallèles de manière qu'elle soit vue du point P 
souE l'anj-le maiimum. 

(Sainl-Cyr, 1872.) 

85. Ou donne deux parallèles et dans leur plan deux points A et B 
compris entre ces parallèles et à égale distance de chacune d'elles ; 
on demande de mener par B une sécante telle que la parlie com- 
prise entre ces parallèles soit Tue du point A sous un angle de 45°. 

(Sainl-Cyr, 1875.) 

86. Élant donnés une demi-circonférence décrite sur AB comme 
diamètre et un point P sur le prolongement du diamètre AB, mener 
par le point P une sécante qui fasse avec le diamèlre AB un angle a; 
qui soit le quart de l'angle sous lequel du centre on voit le segment 
de celte sécante intérieur au cercle. 

(Saint-Cyr, Examen oral.) 

87. On donne une de mi- circonférence de diamètre AOB, et l'on 
propose de trouver sur cette demi-circonférence un point M tel que, 
P désignant la projection sur AB du point N de la circonférence situé 
sur la parallèle à AB menée par M, on ail 

ÂM^4-MP*:=ft^; 

on prendra pour inconnue l'angle x sous lequel du point on voit la 
corde AM; discuter. 

88. Élant donné un demi-cercle décrit sur AB comme diamètre, 
on demande sous quel angle il faut mener par le point B une droite 
BC rencontrant en C la de mi -circonférence, pour que, la ligure tour- 
nant autour du diamèlre AB, le volume engendré par îa surface 
comprise entre AB, BC et l'arc CA soit la 11= partie du volume en- 
gendré par le demi-cercle. 

(Baccalauréat, Paris.) 

89. Étant donnés un cercle de rayon H, et sur le prolongement 
d'un diamètre flse BB' de ce cercle un point A dont la distance au 
centre est égale à a, par le point A on mène une sécante AMM' 
faisant avec AO un angle x ; soient 1/ et s les angles que font avec le 
diamètre BB' les rayons OM, OM' menés aux points d'intersection 
de la sécante et du cercle : 1° calculer tg -, tg - , en fondions de H, 
a, x, et discoter ces expressions; a" démontrer que le prodiiit 
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Ig -. tg-est conslanl, quel que soif x; 3" trouver le minimum de la 

somme tg^ï-f-tg^-. 

(Concours académique, Aix, iSjS.) 

90. On donne un cercle et un point k dans son plan; diîtei-niiner 
par une formule logarithmique les varialions de l'angle sous lequel 
on voit du point A. un diamètre du cercle, lorsque ce diamètre prend 
toutes les positions possibles autour du centre. 

(Concours académique, Dijon, 1877. j 

91. On donne un cercle de rayon R,uq diamètre AA' de ce cercle 
et sur OA un point fixe I tel que 01 =: wR, m étant positif et moindre 
que i; on prend sur la demi-circonférence ABA' un point mobile 
M, on mène la oorde MIM' et on fait parcourir au point mohile M la 
demi-circonférence ; on demande de suivre les variations; 1° du 
produit des dislances des points M, M' au diamètre AA'; 2» de la 
somme de ces mêmes dislances comptées toutes deux positivement; 
on prendra pour variable l'angle de la corde mobile M'IM avec le 
rayon fixe OA. 

ga. Par un point fixe d'une circonférence de rayon donné R, on 
mène deux cordes OA, OB, dont la première est fixe et la seconde 
mobile: étudier les variations de la longueur de la diagonale issue 
de dans le parallélogramme construit sur OAet sur OB; maximum 
et minimum de celle diagonale. 

(Concours académique, Cierraont, 1879.) 

93. On donne un cercle et un point fixe dans son plan, on mène 
par le point deux droites quelconques faisant entre elles un augle 
Connu;étudierla variation du produit des longueurs des deux cordes 
interceptées. 

(Concours général, 1871.) 

94. Par un point donné dans l'intérieur d'un cercle donué, mener 
deux cordes qui se coupent sous un angle donné et dont le produit 
soit maximum ou minimum; examiner lé cas où le point donné est 
à Texlérieurdu cercle. 

(Concours général, 1873.) 

95. Étant donnés une circonférence et «n carré çirconscril, trou- 
ver la relation qui lie les angles sous lesquels on voit d'un point 
quelconque de la circonférence les diagonales du carré. 

(Concours général, 18G4.) 



y Google 



240 COURS DE TRIGONOMETRIR. 

96. Dans un cercle do centre et de rayon R, on donne un point 
I dont îa distance au centre est égale à a; on prend sur le cerde 
un point A, tel que l'angle lOA.^ soit égal à un angle donné a; on 
inscrit dans le cercle un polygone régulier de in sommets, de telle 
sorte que l'un de ses sommets soit en A, ; démontrer que la somme 
des carrés des tangentes des angles sous lesquels sont vus du point 
I les diamètres de ce polygone, est indépendante de l'angle a, et 
déterminer cette somme. 

97. Les traces d'un plan P font avec la ligne de terre des angles a 
etp; exprimer la tangente de l'angle que fait le plan P avec la ligne 
de terre en fonction des tangentes des angles a et S. 

(Baccalanréal, Paris.) 

98. Une portion de droite MN cstperpendiciilaireenM à un planP ; 
d'uQ point A de ce plan, on voit MN sous un angle a; par ie 
point A on mène dans le plan P une droite faisant avec AM un angle « 
et l'oiipTend sur cette droite une longueur AB égale ka; dupoiulB, 
on voit MN sous un angle p; ceci posé, on demande de calculer la 
longueur MN en fonction des données o, p et a; indiquer !o moyen 
de choisir etiire les deux solutions que l'on trouve. 

(Saint-Cyr, 1874.) 

99- Deus droites AB, A'B' sont perpendiculaires à un même plan P 
aux points donnés A et A' ; on sait que la longueur do AB est dou- 
ble de celle de A'B'; par le pied A de AB on mène dans le plan P 
une droite ÂC faisant avec AA' un angle donné; on demande de 
trouversurladroiteAGunpointd'od l'on verrait les longueurs AB et 
A'B' sous dea angles égaux; discuter. 

{Saint-Cyr, 1876.) 

100. Le côté de la hase d'une pyramide hexagonale régulière est 
a, sa hauteur est h; exprimer, au moyen de a et de k, le cosinus de 
l'angle formé par deux faces latérales adjacentes. 

(Baccalauréat, Paris.) 

101. Deux cônes sont circonscrits ii une même sphère suivant deux 
cercles dont les plans sont parallèles ; les génératrices de ces cônes 
font avec l'axe commun dea angles a et a' ; exprimer, au moyen des 
angles «, «' et du rayon R de la sphère : 1° la dislance des sommets 
des deuï cônes ; 1" le rayon du cercle suivant lequel se coupent les 
deux cônes ; f° le volume compris enlre les deux cônes. On rendra 
les formules calculables par logarithmes. 

(Baccalauréal, Poitiers.) 
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102. Étant donnés un angle xOy et sur la perpendi cataire en 
ûu plan de l'angle, un point fixe G, on suppose qu'une droite A.B de 
longueur constante se déplace de telle sorte que ses eïtrémités A et 
B glissent sur les deux droites fixes Ox, Oy : i" trouver le minimum 
de l'angle ACB en supposant l'angle yOtc aigu ; 2° en posant OA = «, 
OB=p, OC = h, AB=c, AOB = e, AGB=G, et prenant <!=: A (98, 
déterminer, dans ce cas particulier, pour combien de positions 
de la droite AB l'angle G prend une valeur donnée, et chercher les 
limites entre lesquelles varie cet angle; 3" démontrer que les deux 
cercles décrits l'un du point A comme centre avec le rayon AC dans 
le plan ACO, l'autre du point B comme centre avec le rayon 15C 
dans le plan' BCO, déterminent une sphère de rayon constant. 
(Concours académique, Nancy, 187g.) 

io3. On doiine une sphère et un cercle fixe G sur celte sphère 
et on considère tous les cônes qui passent par le cercle G et qui cou 
pent la sphère suivant un second cercle G' de grandeur constaiito 
i" trouver le lieu géométrique des sommets de tous ces cônes 
2" parmi ces cônes, on prend ceux qui ont leur sommet hors de la 
sphère et qui sont tels que le cercle de sortie G', soit extérieur au 
■ cercle fixe G, et l'on considère sur chacun d'eux les deux génératrices 
situées dans le plan principal perpendiculaire au plan du cercle G; 
déterminer les angles que font ces génératrices avec le plan ducercleC, 
sachant que le volume du tronc de cône compris entre les cercles 
C et ô" est équivalent au volume d'une sphère de rayon connu a; 
étudier les variations de ce volume quand le sommet du cône se 
déplace dans l'espace; pourrait-on, en modifiant convenablement 
l'énoncé précédent, appliquer les formules trouvées au cas où le 
sommet du cône est à l'intérieur de la sphère, les cercles G et C' res- 
tant toujours eslérieurs l'un à l'aulre. 

(Agrégation, 1882.) 
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COMPLEMENTS. 



CHAPITRE I. 

QUANTITÉS imaginaire: S. 



g I. î''ol■nl(^ Irigocom Étriqué et i-opréacutafion g (;om étriqué dus quantités 
imaginaires. — § II. Opérations sur les quantités iiiiaginaïres. 



g I. — fOHUE TniGONOSlliiniOliB KT HEPHÉSENTMION ÛÉOMÉÏRJQtJB PË5 
QUANTITÉS IMAGinAIRBS. 

263. On sait que, si l'on désigne pari le sjmLole (/— 1,011 appelle 
quantité imaginaire toute expression de la forme a -|- M, où a et 6 sont 
des quantités positives ou négatives, que l'on nomme par opposition 
des quantités réelles. On a vu, en algèbre, que l'on convi ent, pour 
la généralité des calculs, de désigner par ie symbole (/— 1 une 
quantité dont le carré est égal à — i, et d'appliquer aux quantités 
dites imagmaires les régies de calcul démontrées dans le cas des 
quantités réelles. 

Par convention, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
quantité imaginaire a^"^* ^oit nulle est que l'on ait simultanément 
a=: o, 6=0, de telle sorte que l'égalité 

a+bi=o 
entraîna les deux égalités 

et réciproquement. 

Deux quantités imaginaires, a+ 61 et a' ■\- b'i, sont dites égales si 
l'on a simultanément « = «', 6:^6'. 

Deux quanlités imaginaires sont dites égales et de signes contrai- 
res, lorsque les parties réelles sont égales et de signes contraires, et 
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lorsqu'en. même temps los coefficients de i sont égaux et de signes 
conlraires; ainsi 0+ ùf et — a — bi sont des quantités imaginaires 
égales et de signes contraires. 

On dit que deux quantités imaginaires sont conjuguées, si les par- 
ties réelles sont égales entre elles, et si les coefflcieuts de î sont 
fgaux et de signes contraires ; ainsi 

a+U, a — bi, 

sont deux quantités imaginaires conjuguées. 

On appelle module d'une quantité imaginaire, la racine carrée 
arithmétique de la somme du carré de la partie réelle et du carré da 
coefficient de i; le module de la quantité a -\- bi est \a^-{~b^. 
Deux quantités imaginaires conjuguées ont même module. 

a63. Forme trigttnométrltiiie d'une quautité imag^lnairo. 
Thfcovëme, Toute qùanlité imaginaire peul être mise sous la forme 
)-(oos«+isin=) 

où r est une quantité réelle essentieUemeat positive, et où a est un angle 
nommé argument, quiest déterminé à un multiple de in près. 

Soit a 4- 6* la quantité imaginaire considérée, et cherchons à déter- 
miner )■ et K de telle sorte que Von ait 

fl-j- Èj = r (cos a-H i sin a) =^ f cos « -|- ï . r sin a. 

D'après les définitions des quantités imaginaires égales, cette éga- 
lité entraîne les deux équations 



qui permettent de déterminer *■ et a. En élevant au carré et en 

et comme r est essentiellement positif par hypothèse, 

(0 >- = V«M^. 

On voit que r n'est autre que le module de la quantité irnagi 
donnée. 

Pour déterminer n, on aui'a les doux relations 
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ces deux relations dé terminent le sinus et le cosinus d'un même 
angle, puisque la somme de leurs carrés est, en vertu de la yaleur 
de r, égale à l'unité.. L'angle n, ainsi délermiiié par son sinus et 
par son cosinus, est connu à un multiple près de an, et si a' estTun 
quelconque des angles satisfaisant à ces deuï relations, on aura : 

S étant un nombre eiilier quelconque, positif ou négatif. 

264. IlEmarque. Dans la pratique, pour dâterminer l'angle a 
au moyen des tables, on ne calculera pas par logarithmes cos a et 
sin a; on se servira de la formule 

(3) .g. = 5, 

qu'on obtient en divisaDt membre à membre les formules (a), parce 
qu'un angle est mieux déterminé par sa langente que par ses autres 
lignes tri g on om étriqués ; mais si l'on emploie la formule (3), tous les 
angles déterminés par cette formule ne répondent pas à la question, 
puisque tous les arguments cherchés diffèrent entre eux d'un mul- 
tiple de air, tandis que tous les angles correspondant à une tangente 
diffèrent entre eux d'un multiple quelconque de n; il faut donc 
parmi ces angles faire un choix. Si on suppose que a' soit le plus 
petit angle positif satisfaisant aux relations (a), il ne faudra pas tou- 
jours prendre pour a.' l'angle fourni par le calcul logarithmique pré- 
cédent; en effet, on remarque que, d'après les relations [2), 

si on suppose « > o 6 > o, on a o < a' < - 

si on suppose u<o 6>o. on a ^<a'<Tv 

si on suppose o<o è<o, on a 7r<a'< — 

si enfin on suppose n > o 6 < o, on a -^ < a' < an. 

Dès lors on calculera par les tables l'angle compris entre o et ^ , 
dont la tangente est égale àia valeur absolue de-; si a et 6 sont po- 
sitifs, cet angle sera l'angle a' ; si a est négatif et si b est positif, on 
prendra pour k' le supplément de l'angle calculé ; si a et 6 sont négatifs; 
on prendra pour a' l'angle calculé augmenté de n ; enfih si a étant 
positif, &eslnégalif, on prendrapour a' l'escÈsdei;: sur l'angle calculé. 

L'argument étant connu, on calculera r par logarithmes au 
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moyen de )a formiilo 



2G5. Pour que la quanlité r (oosa+ï sina) soit plie 1 fa t et 
il suffit que l'argument « soit un multiple de n. Si cet arg me t est 
un multiple pair de n, k quantité est positive et égale a o l île 
si l'argument est un multiple impair de n, la qua it te est né^at ve 
et égale à — r. 

266. n résulte encore de la forme Irigono métrique des quan- 
tités imaginaires, que, pour que deux quantités imaginaires soient 
égales, il faut et il suffît que leurs modules soient égaux et que 
leurs arguments diffèrent d'un multiple quelconque de an ; que pour 
que deux quantités imaginaires soient conjuguées, il faut et il suffit 
que les modules soient égaux, et quo la somme des arguments soit 

367. Repré n n gé m q h qnanfUës iiiiagi- 

nitlres. Soit ( -\- traçons, comme 

nous l'avons a d d lonnées rectangu- 

laires œ'Ox, yOy d p le point M dont 

l'atiscisse est, p p n d données, égale à a, 

et dont l'ordon 6 (;î 86 M a droite qui va du 

point au po M di OM qi si définie en gran- 

deur, en direct pp a g dmr géométrique, et 

on dit qu elle représente la quan- 
tité imaginaire donnée. Récipro- 
quement, si M est un point quel- 
conque du plan, en menant la 
droite qui va du point a" point 
M, onobtient une grandeur géo- 
métrique OM; les coordonnées 
du point M sont connues, et si a 
est son abscisse, si h est son or- 
donnée, la quantité imaginaire 
a 4 il) représentée par la gran- 
p- oc deur géométrique OM, est com- 

plètement définie. 
268. Soit Oi mi point quelconque du plan, et menons parlé point 0, 
des axes x\0^x^, î/',0,y, respectivement parallèles à aj'Oa;, j/'Oî/ et 
de même Sens (^3, 86). Par rapport au système de coordonnnées 
*iOi!/,, construisons la grandeur géométrique 0,M, représentant la 
quantité imaginaire a-\-bi; les deux grandeurs géométriques OM, 
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0,M, sont égales en grandeur, en direction et eu 
ces deuï grandeurs sont aussi égales par rapport 
On voit alors que, sans changer la 
grandeur géométrique, représen- ^ 

tation d'une quantité imaginaire, 
on peut la transporter dans le* plan 
d'une façon quelconque, pourvu 

qu'on en conserve la grandeur, la ...,_ 

direction et le sens. "^ ' 

269. Ceci pose, soit, par rapport 
au système rectangulaire aïOy, OM 
la grandeur géométrique représen- 
tant la quantité imaginaire o -{- 61. é> 
et soit P le pied de l'ordonnée du ^ ^ 
point M, extrémité de cette gran- 
deur géométrique (flg. 87). Le triangle rectangle OPM donne 

ou 
donc 

OM — \/«M-^; 

la longueur OM est donc égale au module r de la quanlité imagi- 
naire donnée. D'ailleurs si on désigne par a l'angle dont il faut faire 
tourner Oa; dans le sens de 0» vers Oy, autour du point 0, pour 
l'appliquer sur OM, et si on projette ortho g oralement sur Ox le 
contour OPM et sa résultante OM, on a, d'après le théorème des 
projections (78) 

CiP = a=i-cosa; 



■Oy, 



en projetant orthogonale me ut ces deux mêmes contours s 
aura de même : 

On voit donc que l'angle œOM est l'une des valeurs de Vargitment 
de la quantité imaginaite , on aura toutes lef valeuis de cet aigu- 
ment en ajoutant b. l'angle ^0^I, aftit, k i,tant un nombre entifi 
quelconque positif ou négatif 

Ainsi la représentation géométrique dune quantité imaginaire 
met en évidence son modab, qui rsl H lon^'uPur OM el I une des 
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■valeurs de son argument qui est l'angte dont il faut faire tourner la 
demi-droite Osd dans le sens de Om vers Oy pour l'anieoer sur OM. 

270, Comme conséquences de ce mode de représentation géomé- 
trique, on peut faire les remarques suivantes : 

1° Une quantité réelle et positive détermine un point situé sur la 
portion positive Oœ de l'axe des œ. 

a" Une quantité réelle et négative détermine un point situé sur 
la portion négative Oy de l'axe des œ. 

3° Une quantité imaginaire de la forme 61 détermine un. point 




Fig. SS, 



Fig. 89. 



situé sur l'axe des y, sur la portion Oy si h est positif, sur la portion 
Oy' si 6 est négatif. 

4° Deux quantités imaginaires conjuguées déterminent deux 
points symétriques par rapport à l'axe de x. 

5° Deux quantités imaginaires égaies et de signes contraires 
déterminent deux points symétriques par rapport à l'origine 0. 

6» Si on fait varier n et 6 de telle sorte que le module reste cons- 
tant, le point M se déplace sur une circonférence de centre {fig. 88), 
et si on fait parcourir au point M toute la circonférence dans le 
sens des rotations positives (sens de Oa; vers Oy), l'argument de la 
quantité imaginaire augmente de 31:. 

7° Si au contraire on fmt varier a et & de telle sorte que l'argu- 
ment reste flse (/ig. 83), le point M se déplace sur la demi-droite 
indérmic OR, et st on fait croître le modale de o à +«> , le point H 
part du point et décrit la demi-droite indéfinie OR. 
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371. La représeiitatioQ géométrique et la forme tri g ono métrique 
des quantités imaginaires permettent d'exprimer simplement les 
résultats des opérations que l'on peut faire sur les quantités ima- 
ginaires. 

272. Adalltioii. Soient z=:a-\-bi et z' = a' •}- h'i, deux quan- 
tités imaginaires dont on veut faire la somme ; on a vu en algèbre, 
qu'on appelle somme des quantités imaginaires a + bi, a' 4- 6'i, la 
quantité (o + a') + [6 + 6')i obtenue en appliquant à ces quantités 
les règles do calcul démontrées pour les quantités réelles; d'après 
celte définition, on a : 



z+z'=[a-^a'] + {b-\-b'}i; 



cette somme est donc une quauLitô 
réelle est la somme algébrique des 
parties réelles des quantités imagi- 
naires données, et dont le coeffi- 
cient de i est la somme algébri- 
que des coefficients de 1 dans i 
et dans s'. 

Ceci posé, soit OM la grandeur 
géométrique correspondant à l'i- 
maginaire 2, et soit OM' la gran- 
deur géométrique correspondant 
à s' {fig. 90] ; construisonsla gran- 
deur géométrique OR correspon- 
dant à la somme Z ; son abscisse étant égale ha-{- a', 



ginairo Z dont la partie 




Fig. < 



s devrons, 
pour l'obtenir, faire la somme des deux-segments UFet Ul'',et, par 
suite, à partir du point P, extrémité du segment UP=^a, porter un 
segment FÛ égal en grandeur et en sens au segment OF' =: a'. 

Ceci fait, l'ordonnée du point R étant b+b', h partir du point Q, 
SUT la parallèle h l'axe des y menée par ce point Q, nous devrons 
porter, dans le sens convenable, un segment égal à la somme des 
deux segments PM=: b, Fw = 6' ; pour cela par M nous mènerons 
une parallèle MN à Oa; jusqu'à sa rencontre en N avec QR, et à partir 
de N nous prendrons sur QR un segment NR égal au segment FM' 
et de même sens. En joignant l'origine au point R ainsi déterminé, 
nous obtiendrons la grandeur géométrique OR représentant la 
somme 2. 
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Or, si l'on joint MR, on voit (a68) que les doux grandeurs géomé- 
triques MR et OM' sont égales ; donc : 

Pow ûUenir la grandeur géométrique OR correspondant à la somme 
Z de deno) imaginaivei a et s', il suffit de former un contour polygonal, 
ayant pour origine, et dont les côtés sont des grandeurs géométriques 
respectivement égales aux grandeurs géométriques qui représentent les 
quantités imaginaires données ; si l'extrémité de ce contour est lépoint R, 
la droite qui joint l'origine au pointR,c'est-à-dira larésuUante du con- 
tour, est la grandeur géométrique qui représente la somme cherchée. 
173. En général, les trois points 0,M,Rnesont pas en ligue droite, 
et forment un triangle OMR ; si l'on remarque que, dans un Iriangle, 
un côté quelconque esl plus petit qie la somme des Jeux autres 
côtés et plus grand que leur difféipuce, on loit qie 

Le module de li somme di' deux iuaitités imtgïnai es est inférieur 
ou égal a la somme des modulet de ces quantités et supé imr ou égal 
à leurâiffétetce 

274. Remarque La legle que mus venons d oblSEU' pour 
la somme de deuï quantités imaginaires peut se généraliser ; il 
suffit poui cela de lemarquer que d api es la défmilion de la 
somme de jl l'aïeul '; quantités imaginaires 1 ordre des termes de la 
somme est indiffèrent ; dès lors, pour obtenir cette somme, on peut 
faire la somme des deux premières quantités, ajouter à cette somme 
la troisième, à la nouvelle somme ajouter la quatrième, etc. Ou est 
donc conduit à la règle générale 
suivante ; 

Pour faire la somme d'un nombre 
quelconque de quantités imaginai- 
res, on forme un contour polygonal 
ayant pour point initial l'origine 
des axes des coordonnées et dont les 
côtés sont des grandeurs géomé- 
triques respectivement égales aux 
grandeurs géométriques qui repré- 
sentent les différentes quantités 
imaginât e don es la l-oitequi 
joint For gt e des tonnées à 
l'extrémil le ce onto c'est-à- 
dire la es U te de e contour 
polygonal, esl la grandeur géométrique gu epré e te la somme 
cherchée (jîff. 91). 

275. En général, tous les sommets du contour polygonal et l'ori- 
gine ne sont pas en ligne droite; dans ce cas la résultante OR de 
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2M 



la ligne briaée est moindre ([ue la somme des côtés de cette ligne 
brisée ; si tous les sommets et le point sont en ligne droite, la 
résultante OR est inférieure ou égale h la somme des côtés du 
contour; on voit dans tous les cas que r 

Le modale de la somme de plusieurs quantités imaginaires est in- 
férieur ou égal A ta somme des modules de ces quantités. 

276. iStonstracUoit . Soient a^o + M, z' ^ a' + h'i, deux 
quantités imaginaires; on appelle différence entre a+ 6i et a' +6'î 
la quantité imaginaire a — a' -|- (6 — h')i qui, ajoutée à la quan- 
tité a' +6'i, reproduit la première a+ H; si donc on pose Z^z — i', 
on a : 



l-=z 



^■ = (a^U}-{a' + h'i)=(a-a')^-[b- 



V)i. 



Si l'oi 



Il écrit Z sous la formeZ = {a -H6t) + (— a' — &'*), on. voit 
que former ia dilïérence s — 2' revient à ajouter à ia quantité ï «ne 
quantité égale et de signe contraire h. a' ; nous savons d'autre part 
que deux quantités imaginaires 
égales et de signes contraires 
sont représentées par des gran- 
deurs géométriques de même lon- 
gueur, de même direction, mais 
de sens opposés ; donc : 

Pour retraneher (f une quantité 
imaginaire a une quantité imagi- 
naire a' ifij. ga), on forme un con- 
tour polygonal ayant pour ori- 
gine, dont l'un des côtés est une 
grandeur géométrique égale à la 
grandeur géométrique qui repré- 
sente s, et dont Vautre côté est une 
grandeur géométrique égale à la 
grandeto' géométrique qui représente . 
sultante OR de ce contour est une grandeur géométrique qui représente 
la différence cherchée. 

277. De la construction, il résulte que : 

Le module de la, différence de deux quantités imaginaires est inférieur 
ou égal à la somme des modules de ces quantités et supérieur ou égal à 
leur différence. 

278. Haltipllcatiou. Nous supposerons désormais les quantités 
imaginaires mises sous forme trigonomélrique. 

On appelle produit de deux quantités imaginaires une troisième 
quantité formée au moyen de celles-ci, d'après les règles de calcul 



'*W> 



Fig. (ja, 
;s de sens contrair e ; la ré- 



y Google 



2S2 COURS DE TRIGOKOMKTRIE. 

démontrées pour les quantités réelles, en ayant soin de r 
dans les calculs P par — i. 
Soient les deux imaginaires 



m placer 



on a, pour leur produit, d'après la règle de multiplication des 
quantités réelles, 

zz- = [»-rcos « + i sin «)] X [r' (oos «'+ » siu «')] 

^îT'[(cos.cos^'-sin«si„«')-^i(sin.cos«'+cos.sin.')] 
= n-'[oos(=+»') + isin(« + «')]. 

Donc : le produit de deux quantités imaginaires est une quantité 
imaginaire dont le modale est égal au produit des modules et dont l'ar- 
gument est ta somme des argitmmts des deux facteurs. 

Il résulte de là que si OM et OM' sont les deux grandeurs géomé- 
triques représentant les imaginaires z et z' [fig. gS), pour avoir la 
grandeur géométrique OR cor- 
respondant au produit zz', on 
fera tourne la du géo- 

métrique OM du gl ég I à 
l'argument d 1 1 ns 

convenable, lui ay n OR 
ainsi obleni n p t une 
longueur OR ^ 1 a p duit 
des valeur mé j des 

deux modu! d né 

379- Jedis q ed n man ère 
générale : L "p d t Ju m- 
hre quelconque de giumfités ima- 
ginaires est une quantité imagi- 
naire ayant pour module le pro- 
duit des modules et pour argument la somme des arguments. 

Pour démontrer cette règle, il suffit, puisqu'elle est établie 
dans le cas de deux facteura, de montrer que, si elle est vraie 
pour n— I facteurs, elle est vraie dans le cas do n facteurs. 
Supposons donc que a^, a,, ,Zn—i, élant n — i facteurs imagi- 
naires, de modules respectifs r„ r^, )',i-i, et d'arguments res- 
pectifs «,, «a-.., !t„_i, on ait : 




-,[oobK+.,+.,.+., 



»(.,+.,+...+ 



y Google 



QUANTITÉS IMAGINAIRES. 



une nouvelle quantité imaginaire, et multiplions membre à membre 
ces deuï égalités; nous aurons; 



,...i-„_,[cos(.,+.,... + .„) + ,,i„(,,+.,...+.._,)]Xf„(oos.,.+i>m..), 

OU, d'après la règle de la multiplication de deux imaginaires, 
(I) z..,...a„-,.„=. 

■,r2...i-„-,r„[cos(<xi-fa,...+.s-)+««)+îsiri[a, + c^...4-a„_,+a„}]; 

or, ce produit est Eonné d'après la règle indiquée ; donc la loi est gé - 
nérale. 

II est bon de remarquer que le produit de plusieurs facteur s ima- 
ginaires est indépendant de l'ordre des facteurs. 

aSo. DiYision. Soit à diviser s=:»' (cos a-|-ïsin n) par la quan- 
tité imaginaire a'^r' (cos a'-j-ï sin a'). Diviser la quantité imagi- 
naire zpai' la quantité imaginaire s', c'est, par définition, trouver 
une quantité de même forme, nommée quotient, qui, multipliée 
par z', reproduise a. Si donc 

p(cos«+îsinû.) 
est le quotient inconuu, on devra avoir : 

r{cos.+isin^)=r'(cos»'-l-isin«')xe(cos<.-|-isiii«), 

ou 

.(cos»+isiu.) = r'p[co8K + ..)+isioK + .)]. 

Nous avons vu que, pour que deux quautités imaginaires soient 
égales, il faut et il suffit que les modules soient égaux et que les ar- 
guments diffèrent d'uti multiple quelconque de an: on devra donc 

r'i)-=.1\ .et a.' -\-a=zR-\-l}i-, 

d'où 



z'-r'(cos«'+isin«')-r'r'f^ "' '^'""î" ^^J- 
Donc ; he quotient de deux quantités imaginaires est une quantiiê 
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imaginaire dont le module est égal au quotient du module du dividende 
par le module du diviseur, et dont l'argument est l'excès de l'argument 
du dividende sur l'argument du diviseur. 

281. FuisBBUce. Soit ï =ir{cos a-j-î sin a) une quantité imagi- 
naire, et proposons -no us de former 

en supposant m entier et positif; i™ n'est autre, par dêfiniHoTi, que 
Je produit de m facteurs imaginaires égaux à 2 ; d'aprÈs la règle de 
1 a multiplication (279), on aura : 

(î) i'" = [r-(cosa+isin.)]'"=:^,-'"{cosm«-]-ismm»). 

Donc : la m' puissance d'une quantité imaginaire, m étant entier et 
positif, est une quantité imaginaire dont le module est la m' puissance 
du module de l'imaginaire d<mnée, et dont l'argument est le produit de 
l'argument lyrimitif par Fexposant de la puissance. 

382. Bemartiiie, La formule (2) est encore applicable si l'ex- 
posant m est entier, mais négatif. Posons eu effet m = — m', nous 
aurons, m' étant entier et positif. 



r(cos«+i( 



~.""(cesm'cc + isinm'=)-,-L'-= ^ ' 'J 

= ^-m'[cos[-m'«)+isin(-m'a)], 

ce qui démontre la proposition, 

183. l^ormule de lIoiTre. Dans la formule [2) qui donne l'ex- 
pression de la m' puissance d'une quantité imaginaire, m étant en- 
tier, supposons le module égal à i ; la formule (2) devient alors 

(3) [cos«+!"sin«]"' = cosm«4-isinmtt; 

cette formule porte le nom de formule de Moivre, et elle est, en tri- 
gonométrie, la base de la théorie de la multiplication et de la divi- 
sion des arcs. 

284. Racine. On appelle racine m' d'une quantité réelle ou ima- 
ginaire 

S = r(C0S«-i-isina), 

une quantité imaginaire de même forme, qui, élevée à la puissance m, 
reproduise la quantité donnée. 
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Supposons que 

f (cosu + isina) 

soit une racine m'"' de a; cherchons k déterminer p et n, nous de- 

,-(cos« + isln») = [p(cos^ + isiiio,)]"' 

= p"'[cosin«+îsinm<û), 

puisque m est entier et positif. Ces deux quantités imaginaires 
devant être égales, les modules doivent être égaux, et les arguments 
doivent différer d'un multiple deaiv; l'égalité précédente entraîne 
donc les deux relations 

ft étant un nombre entier quelconque positif ou négatif; mais r est 
un nombre positif qui admet une racine m' positive et une seule, 
P est essentiellement posilif par hypothèse; par suite, si on désigne 



(,)V';=V.1oo,.+.,m.)=r=[i!Os(*H-î)+i!in(^+i)]. 

Cherchonscombienonobiient de valeurs distinctes pour \z. Or, si 
on donne, dans la formule (i), à k deux valeurs quelconques diffé- 
rant entre elles d'un multiple de m, on obtient deux arcs qui diffè- 
rent d'un multiple de air, et qui, par conséquent, ont le même cosinus 
et le même sinus ; on obtient donc pour V', dans les deux cas, la 
même valeur. Il suffit par suite, pour obtenir toutes les valeurs de V^;, 
de donner m valeurs entières consécutives à. h, par exemple les m 
valeurs 



On obtient ainsi les racines dont les arguments sont ei 
iion arithmétique de raison —, et ont pour valeurs 
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or, les arcs extrêmes ayant une différence (m— i) — plus petile 
que an, deux quelconques de ces arcs ont une différence moindre 
que a« et ne peuvent admettre simultanément le même sinus et le 
même cosinus. Donc, toutes les quantités imaginaires correspon- 
dantes sont distinctes, et ou voit que : 

Toute quantité réelle ou imaginaire admet m racines m" réelles ou ima- 
ginaires distinctes, et m seulement. 

285. On peut représenter géométriquemeat ces m racines; con- 
sidérons deux axes rectangulaires x'Ox; y'Oy (fig. 94), et décrivons 




Fig- 94". 

du point comme centre une circonférence de rayon égal à l'unité 
de longueur; soit A le point d'intersection de cette circonférence 
avec la portion positive Ox de l'axe des ce. A partir du point A, sur 
cette circonférence, prenons dans le sens convenable un arc AM^ 



, puis, à partir du point Mo, 
irties égales; soient M,,, M|, 



égal en grandeur et en signe à l'ai 

partageons la circonférence en m parties égalf 
Mj, Mm-i lespoints de divisions obtenus. Si nous joignons l'ori- 
gine à ces m points de division, les m rayons OMj, OMj, OM,, 

OMm_i, sont des grandeurs géométriques de module égal à l'unité, 
etdout les arguments ont respectivement pour valeurs 



;+»-ï 



£+(».- "j-r- 
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Prenons enfin aar chacune de ces grandeurs géométriques, à par- 
tir de 0, une iongueiir égale à r'"; les nouvelles grandeurs géomé- 

ti'iques ONo, ON, , ONm_i, représentent (269) les m racines m" de 

la quantité donnée s, et l'on voit, d'après la construction, que leurs 
eslrémilés sont toutes situées sur une circonférence de centre 0, 

de rayon c"", et sont sur cette circonférence les sommets d'un poly- 
gone régulier de m sommets. 

De celte représentation géométrique, il résulte que, si m est pair, 
les m racines m" sont deux à deux égales et de signes contraires et 
qu'il ne peut exister au plus que deux racines m" réelles, et seule- 
ment si m est pair. 

286. Visoussion. i" Supposons que la quantité donnée s soil 
réelle et positive, elle est égale à son module c; cherchons ce 
que sont les m racines m". Laquanlifé z étant réelle et positive, 
on peut toujours supposer que son argument a qui est égal à un 
multiple pair de n soit pris égal à o. Oii aura alors : 



V'^^c'^^rcosï^+îsinÇl. 



Pour qu'une racine soit réelle et positiroj il faut que l'argument 

- — soil égal à un multiple pair de it, — == aftit, d'où ft =: mh, et 

comme h est positif et inférieur à. m, il faut que l'on ait ft=o, et 
par suile ft^o; donc on obtient une racine m' positive et une 

Pour qu'une racine soit réelle et négative, il faut que rargumcnt 
— soit égal à un multiple impair de jt, {aft+ i]ir, d'où 



^=(^''+') 



J^h+jh. 



or k est entier, a't -\- 1 est impair; donc si m est impair, l'égahlé est 
impossible. Si m est pair, comme /i est inférieur à m, il faut que /i 

soil oui, et alors ft=~; donc si m est pair, et seulement dans ce cas, 

on obtient une racine m° réelle, négative, d'ailleurs égale en valeur 
absolue à la racine m' réelle et positive. 

Pour que deux racines d'arguments —, , k étant différent 

de h', soient conjuguées, il faut et il suffit que îa somme de leurs 
Cuufs de trigonométrie. 17 
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arguments soit égale à un multiple pair de n, 

d'où 

k-{-k':=mh, 

et comme h et k' sont positifs, distincts et moindres que m, il faul 
que h soit égal à i et que l'on ait ; 

k-]-k' = m. 
On Toit donc qu'à toute valeur de h, sauf zéro et sauf la valem — 

simestpair, c'est-à-dire sauf le casdes racines léelles, coripspond 
une valeur de h' distincte de k; donc toutes les rauiie'î imaginât) e'! 
sont deux à deux conjuguées. 

En résumé : Si m es( impair, toute qttanlilé réHle et 'posttwe admet 
une racine m' positive et une seule, et m — i rannes iw" imagmmies 
conjuguées deua: à deux ; 

Si m est pair, toute quantité réelle etpositive admet deux racines m" 
réelles, égales et de signes contraires, et m — 2 racines imaginaires con- 
juguées deux à deux. 

287. La représentation géométrique des m racines m" conduit 
immédiatement aux résuUals précédents. En effet, n élant égal à o, 
le sommet Mo se confond avec le point A ; le point Nj étant 
situé alors sur Oœ, il existe une racine réelle et positive ON». Si 
m est pair, il y aura une seconde racine réelle, négative, égale et de 
sifîae contraire Èi la précédente, il n'y en a pas si m est ijupair; dans 
les deux cas, toutes les autres racines sont imaginaires ; et comme 
le polygone est symétrique par rapport à Oa;, ces racines imagi- 
naires sont deux à deux conjuguées. 

288. 2° Supposons la quantité donnée r^eWe, lasÀ^ négative; elle 
est égale et de signe contraire à son module, on peut toujours sup- 
poser que son argument k est égal à n; on aura alors, —r étant 
celte quantité, 



. (.t+i). , lit 



'*+■)' •[ 



(3) v'-.' 

Pour qu'une racine pût être réelle et positive, il faudrait que son ar- 
gument fût égal à un multiple pair de n, que l'on eût — ~ -... =: 2ftff, 
d'où ^k+i = ^mk, ce qui est impossiMe, puisque Q,k-\-i eslimpaîr 
et 2mk pair ; donc il n'existe, dans ce cas, aucune racine réelle et 
positive. 
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Pour qu'une l'acmé soil réelle et négative, il faut que son argument 

^ — ^ ■ soit égal à un multiple impair de it, ^ — ' =: (aft-)- i)!:, 

d'où aft -|- 1 — (aft 4" ')"* i ^^^'^ égalité n'est pas possible si m est pair ; 
donc si m est pair, il n'existe aucune raoine réelle négative. Suppo- 
sons m impair ; dans ce cas, comme ft est inférieur à m, il faut que 

A soit nul, et on aura k =^ ; donc si m est impair, on obtient 

une racine réelle négative et une seule. 



différent de h, soient conjuguées, il faut et il suffit que la somme de 
leurs argumenls soit égale à un mulljple pair de w, 



(g+Qir {ih' + i)^ 



et comme S et ft' sont positifs, distincts et moindres ijue m, il faut 
que h soit égal à i, et que l'on ail 



On voit qu'à toute valeur de ft, sauf si m est impair, cor- 
respond une valeur k' distincte de & et une seule; donc toutes les ra- 
cines imaginaires sont deux à deux conjuguées. 

En résumé : Si m est impair, une quantité réelle el négative admet 
une racine m" négative et une seule, et m — i racines m" imaginaires 
conjuguées deuœ à deux; 

Si m est pair, une quantité réelle etnégalive n'admet pas de racinem.i' 
réelle, mais admet m racines m" distinctes, imaginaires conjuguées 
deux à deux. 

aSg. La représentation géométrique des racines conduit aux 

mÊmes conclusions; dans ce cas, en effet, — étant égal à —, et 

chacune des divisions MoMj, M|Mj, etc., valant — , les sommets 

M'el Mni-i sont, sur le cercle trigonométrique, symétriques par rap- 
port au diamÈlre x'Ox ; lespoints N,, et N„i—i jouissent de la même pro- 
priété, et lessommetsNo, N,, Nj, Nm_i,sont symétriques deux à 

deus par rapport à x'Ox; on voit donc encore ainsi que les racines 
sont deux à deux imaginaires conjuguées. 
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Il ne peut d'ailleursexister aucun sommelsurla portion positive Oœ, 
cl il n'en existera un sur la portion négative Oas' de te'Ox que si m est 
impair; donc, si m est pair, il n'existe pas de racine m™ réelle ; si m 
est impair il existe une seule racine m"" réelle, et cette racine est néga- 
tive ; toutes les racines imagiad-res sont deux à deux conjuguées. 

ago. 3° Supposons enfin que la quantité donnée a soit imaginaire ; 
l'argument a ne sera pas égal à un multiplo de n. Il est facile de voir 
qu'aucune des racines m," de s ne peut être réelle; il faudrait pour 
cela que l'on eût : 

d'où a=:(mA — aSjir, ce qui exigerait que a fût un muUiplo àf. r., ou 
que la quantité donnée z fût réelle. 

Deuïracioes quelconques ne peuvent être imaginaires conjuguées; 
il faudrait pour cela que la somme de leurs arguments ffit égale à 
un multiple pair de ir, c'est-à-dire que l'on eût : 



a^=(ink — k^ k')T:, 

ce qui exigerait que la quantité i fût réelle. 

Donc : Toute quantité imaginaire admet m racines m" distinctes 
imaginaires et non conjuguées. 

2gi. La représentation géométrique des racines montre que, dans 
ce cas, les m racines sont les m rayons d'un polygone régulier qui 
ii'a aucun sommet sur l'ase x'Oa:, et qui n'a pas de rayons symé- 
triques par rapport à x'Ox ; ce qui montre à nouveau que les m ra- 
cines sont imaginaires et non conjuguées. 

aga. Remarque. Si l'on cousidère deux quantités imaginaires 
conjuguées 

nous venons de voir que chacune de ces quantités admet m racines 
»i" distinctes, imaginaires cl non imaginaires conjuguées. Il est 
facile de montrer que les m racines m** de s sont respectivement ima- 
ginaires conjuguées des m racines m^' de z'. On a en effet 

r.=si<- (c«> .+*».)= ■•-[-<î+s)+""<v+^)]- 

V'==V*osH.)+ian(-.)]=,i[™s(î^-^)+.s,»(î|"-0]; 
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or, on a vu {a66) que la condiliou nécessaire et suffisanle pour 
que deux quantités imaginaires soient conjuguées, est que les mo- 
dules soienl égaux et que la somme des arguments soit égale à un 
multiple pair de n; comme toutes les valeurs de "i^Fetde'!J/?ont 

le même module, il suffit de montrer qu'à l'argument — - + - d'une 

racine m? quelconque de s correspond un argument—^ d'une 

racine m* convenablement choisie de s' telle que l'on ait : 

ou k-^k'=mh; or, si on s'assujetlit à ne donner îi ft et à ft' que 

les valeurs o, i ,m— i, il faut prendre h égal à l'unité et l'on a 

k' ^m — ft. On voit ainsi qu'à chaque valeur de h correspond une 
valeur de h' et une seule; donc : si (hrne quantités imaginaires sont 
conjuguées, les m racines m™™ de la première si 
naires conjuguées des m racines m'"^' de la seconde. 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE l". 



I, Si on considère la quantité imaginaire 

ï + Si-|-i(Y' + 8'i) 

où a, [i,t, 6, a'i p', f', 8', soiit des quantités réelles données et où i est uri 
paramttrc réel et variable, pouF chaque Yaieur de )., ï prend la forme 
A-j-Bi'; démontrer que le point M de coordonnôes 3: = A, y = B, par rap- 
port à un aystéme d'axes rectangulaires, décrit un cercle. 

[M. Laguerro.) 

5. Soit z=x+yi une variable imagmairi., c et y étant des vanablci 
réelles; soit /■(!) une fonction de z telle que si on y reuiplafe z par 
x + yi, on ait r{^)^f{x,y) + i'S,{^,y), -i on dmne k x nn arcroissf- 
ment Aœ, ù j un accroissement iy, i prend un accroissement rorrLS 
pondant Ai, et la fonction /(s) prend 1 ai,crois sèment f{z-i- ù:)—f[z), 
démontrer que, pour que le rappoit ^ — -^^ tende vers une Ii- 
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pour que la fonction f{z) ait une déricée par rapport à a. la condition 

nécessaire et suffisante est que l'on ait ; 

f'^ {^'y)=^\{^', y) et v'yl3:,y) = - 'i-'^i^. y)- 

3. Soit s une variable imaginaire, zi=3: +yi, œ et y étant dea variables 
réelles; soit Z =/"(!! une fonction donnée de s admettant une dérivée ; 
démontrer que, si l'on fait décrire à la variable ! deuï courbes se cou- 
pant an un point m du plan bous l'angle 6, la fonction Z décrira deuï 
courbes qui se coupent en un certain point M, correspondant au point m, 
sous le m6me angle 8; cas particuliers où les deux courbes primitives sont 
orthogonales, où le point s décrit successivement une parallèle k l'axe 
des X, une parallèle à l'axe des y, etc. 

i- Soit /■(s) = o une équation algébrique de degré m; si on pose 
z=a!-\-yi, /■ (s) prend la forme/' (s) = fp(K,î/)-l-it(œ, y) (démontrer que. 
par rapport à un systÈme d'axes rectangulaires, les deux courbes 
f[x,!/) = o, 4- (œ, y) = ose coupent orlhogonalement en m points réels. 



y Google 



:. Formiilea générales d'addition dos arcs. — | II. Formules générales 
de multiplicatioD dea arcs. — S III, Division des arcs. 



§ I. FOHMULKS GlfÉfiALBS d'aEDITION DES ARCS. 

îgS. On a vu, dans la théorie de la inulliplicalion des quantités 
imaginaires (279), que le produit d'un nombre quelconque de quan- 
tités imaginaires est une quantité imaginaire dont le module est le 
produit des modules des quantités imaginaires données et dont l'ar- 
gument est la somme de leurs arguments. Supposons que les quan- 
tités imaEinaires considérées aient toutes pour module l'unihé, on 

[0 {cûs=i+isina)(cosp+isinp) (eosX+isinx) 

=cos(«+p+ +x)+isin(.-|-p + + )). 

D'autre part, si dans chacun des facteurs du premier membre de 
la relation (i), oa met le cosinus de l'arc correspondant en facteur, 
on peut écrire le premier membre sous la forme 

[cos«+isin«) (cosp + isinp) (cosl + ^sinx) 

= cosacosp cosX(i+ag.)[i+!tgp) (i+^tg*); 

désignons par S, la somme des tangentes des arcs «, p , X, par Si 

la somme de leurs produits deux à doux, par Sj la somme de leurs 
produits trois à trois, etc. ; remarquons de plus que les puissances 
successives de» se reproduisent de 4 en 4, dételle sorle que 

On pourra dès lors, d'après une formule connue relative à un pro- 
duit de facteurs binômes dont tous les premiers termes sont égaux 
entre eux, les seconds termes étant distincts, mettre le second 
membre de la relalion précédente soas la forme 

cosacosiî COsX(l-f-iS,— Sj— iS,-i-S4-f ), 
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co5acosp,,.cos).[(i_Sj+S,-SG+...)+*(Si-S,+ S.-S,-!-..)]- 

On a Uonc, en remplaçant le premier membre do la relation (i) 
par oetle valeur, 

(^) cûs(a + p + ... + X) + isin(a+p + ...-hl) 
=co9ïCOsp cosx[(i—Si+S4-Sfi+...)+*(S,—Sa+Ss -...}]. 

En égal ont entre elles les parties réelles et entre eux les coefricients 
de i, on a les deux formules cherchées 

(3) cos(a+|34-... + ^l = cosico3p...cos).[i — S,+St~S6+ ] 

(4) sin(«+p+.., + x) = cos«cosp...cos:^[S,— 83+55-8,+ ]. 

Les formules (3) et [4] donnent le cosinus et le sinus de la somme 
(l'un nombre quelconque d'arcs en fonction entière et rationnelle 
des cosinus et des tangentes de ces arcs ; si d'ailleurs on remplace 
chacune des tangentes par le rapport du sinus au cosinus, et si on 
réduit les termes de chaque crochet au plus petit dénominateur 
commun, ce dénominateur sera le produit co s a cosp... cosl, et dis- 
paraîtra, puisque ce produit est en facteur devant chaque crochet. 
Donc les formules (3) et (4) résolvent le problème général de l'ad- 
dition des arcs relativement au cosinus et au sinus et fournissent le 
théorème suivant ; 

Le cosinus et le sinus de la somme d'un nombre quelconque d'arcs 
s'expHment en fonction entière et rationnelle des sinus et des cosinus de 
ces arcs (89). 

194, En divisant membre à membre les formules (3) et (4), on a 

et cette formule montre que : 

La tangente de la somme d'un nombre quelconque d'arcs s'exprime 
en fonction rationnelle des tangentes de ces arcs (90). 



§ II. — Formules générales 

agài Proposons -no us, étant données les lignes tri g on om étriqués 
d'un arc a, de trouver le sinus, le cosinus et la tangente d'un mul- 
tiple entier quelconque ma de cet arc. 
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hii formule de Moivre (283) donne 

(i) (cosn-|-îsiiior=cosma + (siiim«. 

Développons le premier membre par la formule du Wiiômo; noLis 

,m. , . mfm-i) „ , .„ m(m-i)(m-a). ,„ , ,„ 
ii4--îcos'"-'nsina icos^-^asiri^n ^ f^ '-icos"'-^asin^a- 

ou, en réunissant les parties réelles el les parlios imaginaires, 

{cosfl+isi-i«r= 

[.2 '^ 1.2.3.4 

^-,|_oo! ^^^j n!m<,+...j. 

On a donc, en égalant les deux expressions de (cosa -[- ' -^in ")'"- 
{2) cosma-|~isiiimn= 



+i\ -C03"'-'asinfl— ^ ' " ■- )^' 



^[t« 



.2.3 



■3)c 



4) s 



Oa en conolnl, en égalant entre elles les parties réelles et entre eux 
les coefficients de i, 



,r,(r>i-i)lm-:] 



.»(m-i)...(m-4) ^„^. ■ , 
1,2,3.4.5 



! sont les formules cherchées relatives i 
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296. Remarquons que l'é([uation (3) qui donne cosmrt ne ren- 
ferme sioa qu'à des puissances paires; si donc on y remplace sin 'a 
par j — cosmrt, on pourra exprimer cosnia en fonction entière et 
rationnelle de cosa; le second membre sera par rapport à cos« de 
degré m et ne renfermera cos a qu'à des puissances de même pa- 
rité que m. 

Dans l'équation (4) qui donne sinma, siw» est impair, C03« 
n'entre qu'à des puissances paires, et en remplaçant cos^a par 
I — sinV, sinma sera eïprinîé en fonction rationnelle de sin n, par 
un polynôme de degré m en siiid et ne contenant sin a qu'à des puis- 
sances impaires. — Au contraire, si m est pair, cos a n'entre dans le 
second membre de l'équation (4) qu'à des puissances impaires ; si oa 
met cosa en facteur, la parenthèse ne renfermera cosn qu'à des 
puissances paires; si on remplace cosa par sa valeur en fonction 
de sin«, la parenthèse a'esprimant en fonction rationnelle de 
sina, comme cosa est en facteur devant cette parenthèse, on voit 
que sinma s'exprimera en fonction entière, mais non rationnelle de 
sinu et que l'on aura pour sinma deux valeurs égales et de signes 
contraires en fonction de sina. 

297. Ces résultats s'expliquent aisément. En effet, cosa étant 
donné, les arcs correspondant à ce cosinus sont compris dans la 
formule n^aftn±:a, a étant l'un d'eux; comme l'on cherche cos ma, 
on devra trouver le cosinus de tous les arcs compris dans la formule 
ma = 2nifc:±m«, et on voit que tous ces arcs ont le même cosi- 
nus que l'arc ma; on doit donc trouver pour cosmn une seule 
valeur en fonction de cos a. 

Au contraire, sina étant donné, les arcs correspondants sont com- 
pris dans l'une ou l'autre des deux formules 

« étant l'un quelconque d'entre eux ; donc les arcs ma sont compris 
dans les deux formules 

Si ffj est impair, ces deux séries d'arcs n'admettent qu'un sinus, 
on ne doit obtenir pour sinma qu'une seule valeur en fonction de 
sina," si m est pair, les arcs de ces deux séries ont des sinus égaux 
et de signes contraires, et on doit obtenir pour sinma deux valeurs 
égales et de signes contraires en fonction de sinn. 

298, Si nous divisons membre à membre les relations (3) et (4), 
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nous aurons : 






nmn^_ 

.1.3.4 



divisons Ifis deux Lernies de la fraction qui sont homogènes et do degré 
m en. sinn et cosa, par cos'"», et remarquons que tg(E=: ; nous 

(5) tgma=- y-^ _ '^■^■■'± 



1.2.3.4 

C'est la formule cherchée ; elle montre que tgma s'exprime en 
fonction rationnelle de tgn, le numérateur contenant tga aux puis- 
sances impaires seulement, le dénominateur aux puissances paires 
seulement, 

§ m. — Division dus ahcs, 

agg. Nous nous proposons, étant donné cosa, ou sin«, de calculer 
cos— ot sin —, étant donné tga de calculer tg—, ra étant un nombre 
entier positif quelconque. 

3oo. ProblAmo ï. Étant donné cosa, calcula- cos — . 
En remplaçant dans la formule 



ï.a.4 



3sma= cos'" a i ■' cos™-^i( sin%-j — ■ '-^ — ^r-~ cos"'-'ftsin^(i— 



a par —, on oblient la relation 



Le second membre est une fonction ralionnelle entière du m™ 
degré de cos — et de sio— , dans laquelle sin— ne figure que par 

des puissances paires, et cos — que par des puissances de même 
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parité que m. Soit cos«=»; si on pose cos — ^œ, eL si l'on rem- 
place ain^ — par i— at^, on obtient «ne équation de la forme 

dans laquelle f(x] est un polynôme entier en x du m™ dogré, no ren 
fermant a; qu'à des puissances de môme parité que m. 

Si m est pair, celte équation a ses racines deux à deux égales e 
de signes contraires. 

3oi. Il est facile d'expliquer pourquoi, lorsqu'on calcule cos - 



en fond 



, on trouvera valeurs, et pourquoi, si m est pair, 
ces valeurs sont deux à deux éga- 
les et de signes contraires. Por- 
tons sur le diamètre AA' du cercle 
tri gono m étriqué, à partir du cen- 
tre 0, dans le sens convenable 
suivant le signe de coso, une 
longueur OP égale à la valeur 
absolue de ce cosinus {fig. 95); 
menons la perpendiculaire à A A' 
par le point P, et soient M et M' 
les points de rencontre de cette 
perpendiculaire et du cercle, M 
l'ig. ya. étant celui de ces deux points 

qui, par rapport h AA', est du même côté que le point B. L'arc 
a n'est pas déterminé : c'est l'un quelconque des arcs qui, ayant 
le point A pour origine, ont pour extrémité soit le point M, 
soit le point M'. Quand on calcule cos — en fonction de cos a, on 
doit donc trouver les cosinus des m™" parties de tous les arcs, d'ori- 
gine A, terminés soit en M, soit en M'. 




Parm 



s les ai 



15 terminés en M, il y en a un compris entre o 
soit No l'extrémité d'un arc, d'origine A, égal 



et n ; appeloi 

à — . On obtient tous les arcs ierminés en M en augmentant, ou en 

diminuant, l'arc a d'une, deux, trois, circonférences; et, par 

suite, on obtient les m'"'^ parties des arcs terminés en M en aug- 
mentant, ou en diminuant, — d'une, deux, trois, fois la m™ par- 
ie de la circonférence. Or, si l'on ajoute à l'arc —, qui est ter- 
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miné en No, une, doux, trois, m-i, fois la m™ partie de la cir- 
conférence, les nouveaux arcs que l'on obtient ont pour extrémités 

les sommets N^, iVj tim-u d'un polygone régulier P de m côtés, 

inscrit dans le cercle, et ayant un sommet en Ng. Si l'on ajoute au 
dernier de ces arcs la m™ partie de la oirconféreace, on retrouve 
pour extrémité de l'arc le point No, et en continuant, on retrouve 
indéfiniment, pour extrémités des arcs considérés, les sommets du 

polygone P. Si au lieu d'augmenter l'arc — d'une, deux, trois, 

fois la m™ partie de la circonférence, on le diminue de ces mSmes 
arcs, on retrouve, pour exlrémilés, les mêmes sommets du poly- 
gone P, mais en ordre inverse. Donc, les m"'" parties des arcs 
terminés en M sont les arcs terminés aux sommets du poly- 
gone P, 

Soit Ng le point symétrique du point N» par rapport au dia- 
mètre AA' ; on verra de même que les m'^' parties des arcs terminés 
au point M' sont les arcs qui ont pour extrémités les som- 
mets Nj, Nj, Nj, N,',_,,d'un polygone régulier P' de m côtés, 

inscrit dans le cercle et ayant un sommet en Nj. 

Les sommets du polygone P' sont symétriques aux sommets du 
polygone P par rapport au diamètre AA', et, par suite, les cosinus 
des arcs terminés aux sommets du polygone P' sont égaux aux 
cosinus des arcs terminés aux sommets du polygone P. Donc, enfin , 
les cosinus cherchés sont les cosinus des arcs qui, ayant le point A 
pour origine, sont terminés aux sommets du polygone régulier P. 
. Ils sont au nombre de m. 

Si m est pair, le polygone P a ses sommets deux à deux symé - 
triques par rapport au centre du cercle; or, deux arcs terminés en 
des points diamétralement opposés ont leurs cosinus égaux et de 
signes contraires; donc, dans le cas où m est pair, les cosinus trou- 
vés devront être deux à deux égaux et de signes contraires. 

3oï. On peut arriver aux mêmes conclusions par la considération 
des formules des arcs qui correspondent à un cosinus donné. Soit a 
le plus petit arc positif qui correspond au cosinus donné; tous les 
arcs correspondant à ce même cosinus sont compris dans les deux 
formules 

aAit-f-i, ^k'n — a, 

où h et k' désignent des nombres entiers quelconques, positifs ou 
négatifs. Lors donc que l'on cherche cos— en fonction de cos a, on 
doit trouver les cosinus de tous les arcs compris dans les deux for- 
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'ik^+o. aftV — a 



t faisant k' ^= — ft, on 

obtient deux arcs ^gaux et de sij^nes contraires, lesquels ont des 
cosinus égaus. Donc il sufDt de considérer les cosinus des arcs com- 
pris dans la formule 

^fc^ + fl 

Si l'on donne à ft deux valeurs différant entre elles d'un multiple 
de m, on obtient deux arcs qui diffèrent d'un multiple de ait, et qui, 
par conséquent, ont même cosinus. Donc il suffira de donner m va- 
leurs entières consécutives à k, par exemple les m valeurs 



Les cosinus cherchés sont ainsi les cosinus des m arcs 
«, H+i;, 4îl±^, ^( m-i)»+. 

Si m est pair, ces cosinus sont deux k deux égaux e( de signes 
contraires. En effet prenons dans cette suite deux arcs qui corres- 
pondent & deux valeurs de S: différant entre elles de— ; ces deux arcs 

diffèrent de JT et ont des cosinus égaux et de signes contraires; donc 
les cosinus des ~ premiers arcs de la suite sont égaux et de signes 

contraires aux cosinus des — arcs suivants. 

3o3. De celte double étude il résulte que, si le nombre donné X est 
bien un cosinus, c'est-à-dire s'il est compris entre — i et -)- i, l'é- 
quation algébrique 

a ses m racines réelles, lesquelles sont des cosinus, et par consé- 
quent sont comprises entre — i et + 1 . 
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Ces m racines sont, généralement distinctes. Nous allons cliercher 
dans quels cas l'équation peutaTOÎr des racines multiples. 

304. Cas des racines multiples. Pour que deux des m arcs 

,,, , afcT-f-a aft'it-l-ft ■ , . . ., ^ - 1 

""""■''S"" ■ — — — - — , aient même cosinus, il faul, puisque la 

différence de deux quelconques de ces m arcs est moindre que an, 
que leur somme soit un multiple de 2p, c'est-à-dire que l'on ait ; 




ft, h', h, étant des nombres entiers. Donc «, le plus petit des arcs posi- 
tifs qui correspondent au cosinus donné, doit être o ou n. Pour ce!a, 
il faut que le cosinus donné soit -f i ou — i . 

Si cette condition est remplie, c'est-à-dire si X est égal à-}-i, ou 
à — I, deux des somniels du polygone Psont symétriques par rap- 
port à AA.', el, comme le polygone est régulier, AA' est un axe de 
symétrie de ce polygone. Les sommets du polygone P, non situés 
sur AA', seront donc deux h deux symétriques par rapport à AA'. 

3oS. Premier cas. Supposons d'abord ),= 1. Les arcs dont on doit 
trouver les cosinus sont 



un de ces arcs étant nu!, le polygone P a un sommet au point A. 
Selon que m est pair ou impair, le polygone P aura un second som- 
met, A', sur l'axe de symétrie AA', ou n'aura que le sommet A sur 
cet axe. 

1° wi pair. Le polygone P a un sommet en A et un sommet 
en A'; il est symétrique par rapport à AA', et, comme il est aussi 
symétrique par rapport au centre du cercle, il en résulte qu'il est 
aussi symétrique par rapport h. BB'. Cela étant, les cosinus des arcs, 
qui sont terminés aux sommets de ce polygone non situés sur AA', 
ou sur BB', sont deux à deux égaux et de même signe, et deux à 
deux égaux et de signes contraires. Aux arcs terminés aux som- 
mets A et A' correspondent les cosinus -]- 1 et — i, qui sont les 
racines simples de l'équation. 

Si — est pair, le polygone P a un sommet en B et un sommet en 
B', et aux arcs terminés eu ces sommets correspond le cosinus o. 
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qui est une racine double de l'équation. Si l'on dcLarrasse l'équalion 
des racines simples -|- ( et — i, et de la racine double o, en divi- 
sant son premier membre par (œ* — i)x^, on obtient une équation 
de degré m^4, dont les racines soat deux à deux égales, et deux 
à deuï égaies et de signes conlraires; en extrayant la racine carrée 
du premier membre de cette dernière équation, et en prenant ai^ 
pour inconnue, ou aura fmalement à résoudre une équation de 

Si — est impair, le polygone P n'a pas do sommets sur BB', de 

sorte que, à parties racines -|- ' et — i, qui correspondent aux som- 
mets A et A', les racines sont deux à deux égales, et deux à deux 
égales et de signes contraires. Ou abaissera d'abord l'équation au 
degré m — a, en divisant le premier membre par x'^ — i , puis au 

degré — - — en extrayant la racine carrée du premier membre de 

l'équation de degré m — a, el en prenant œ^ pour inconnue. 

a' m impair. Le polygone P, qui a un sommet en A, n'a de 
sommet ni en A', ni en B, ni en B'. L'équation a une racine simple 
4- 1, et les autres racines sont deux à deux égales. On débarrassera 
l'équation de la racine simple + 1 , en divisant son premier membre 
par œ — I , on extraira ensuite la racine carrée du premier membre, 

et on aura finalement à résoudre une équation de degré — — ■. 

3o6. Second cas. En second lieu, supposons J^=:~-i. Les arcs 
dont on doit trouver les cosinus sont les arcs 



Aucun de ces arcs n'est ou nul, ou égal à an. Le polygone P, qui 
est symétrique par rapport à AA', n'a donc pas de sommet en A. 
Pour que ce polygone ait un sommet en A', il faut et il suffit que 

l'on puisse donner à k une valeur telle que i — — — soit égal à tt, 

ou k égal à , ce qui exige que m soit impair. 

1° m pair. Le polygone P n'a aucun sommet sur AA'; il est 
symétrique à la fois par rapport à AA', el par rapport à. E 



polygone aura deux sommets si 



,„(^ft+i: 
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en a un éga! à -; pour cela, il faut que aS-f"' P"isse être égal h ~ 
c'est-à-dire que ~ soit impair ; dans le cas contraire, le polygone 



n'aura pas de s 
deuK le cas de t. 


oramels sur BB'. Il y a donc lieu de subdiviser en 
n pair. 


Si — est impa 


,ir, l'équation a deux racines aulles, et a les autres 



racines deux à deux égales, et deux à deux égales et de signes con- 
traires. En divisant par x^ le premier membre de l'équation, en ex- 
trayant ensuite la racine carrée, puis en prenant H;' pour inconnue, 
on abaissera finalement le degré de l'équation à résoudre au de- 



gré - 



Si — est pair, l'équation n'a pas de racine nulle ; ses racines sont 

deoï à deux égales, et deuï à deux égaies et de signes contraires. 
On peut, en extrayant la racine carrée, et en prenant a;' pour in- 
connue, abaisser le degré au degré y. 

3° m Impair. Un sommet du polygone P est en A', les autres 
sont deux k deux symétriques par rapport à A.A.', et aucun n'est sur 
BB'. L'équation admet la racine simple — i, et a ses autres racines 
deux à deux égales. On abaissera ie degré do l'équation au de- 



307. Remarque. Lorsque wi est le produit de doux nombres 
entiers p et q, on peut ramener la recherche des valeurs de cos — 
en fonction de cos a à la résolution de deux équalions algé- 
briques, l'une de degré p, l'autre de degré q. On posera y^cos—, 

a) =^ cos — =: cos — . On aura pour déterminer l'inconnue auxiliaire v 
une équation algébrique de ia forme 

>.=k^yi'^-[- k^y!'-'^ -^ k,,ij>'-^ -\- 

et à chaque valeur de y correspondront, pour x, q valeurs données 
par une équation de la forme 
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308. Applicotïou. Calculer eos^, cojmaissanl cos a. 

Si l'on pose cos a=^>., et cos ^=3;, l'équallon à résoudre est 

On peut vérifier algébriquement que, si >■ es) un nombre donné 
compris enfre — i et ~\-i, l'équation a ses (rois racines réelles 
et comprises enlre — i et -j- i- En effëL, on a : 

F' (a,) = 3(4a,>-,)=. >(» + ;) ("=-;); 

sLroiisubaliluedBnsF(a;},àlaplacedej;,lesnoml)res — I, — ,-\ — ,-|- 1, 
les résultais des substitutions sont indiqués dans le tableau suivant : 

Fjo;) I -[,+>) i-i -(i+X) i-î, |. 

Six n'est égal ni à-]- '.ni à — 1, lesrésuUats sont allernalivement 
négatifs et positifs, ce qui montre que l'équation a- ses trois racines 

réelles et distinctes, une entre — i et , une entre — - et-f--. 

et une entre- et 1. 

Si ona>.= i,la plus grande racine est i, les deux autres sonlégalos, 
et égales à — -. 

Si on a).=;— 1, la plus pelite racine est — i, les deux autres sunt 
égales, et égales à-f-- 

309. Soit aie plus petit arc positif correspondant au cosinus donné; 
les trois racines sont : 

Xo^cos^, a^, = cos--^, ara^cos-^^ 

Si le cosinus donné X n'est ni + i, ni ~ i, l'arc a n'est ni égal à o, 
ni égal à it ; les trois racines sont distinctes, et il est bon d'observer 
qu'elles sont rangées comme il suit, par ordre de grandeurs crois- 
santes : 

^1 <X2< a'd- 
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Eii eiïel, a élant compris enLre o et n, on a 

« < l < i 



- < " 



- < 



4H^ 



< ' 



Soient C, D, E, F, les extrémités di 
!• T'T' T (/*fl-96).L'eïlrémité 
Npdel'arc- estsurl'arcACirextré- 
mité N, de l'arc ^^^^tfestsurrarc. 
DA' ; l'eslrémité N, de l'arc i!L±L^ 
est sur l'arc EB'F. Comme d'ail- 




< ' 



< - 



^ < .7 < a 



qui montrent que les trois racines ce,, »,, ie„, sont rangées par ordre 
de grandeurs croissantes ; elles font en outre connaître trois inter- 
valles tels ijue chacun comprend une des trois racines, et une seule. 
Pour que l'équation u'ait pas ses trois racines distinctes, il faut que 
l'on ait 00 ic, = 165, ou x^^Xa, et pour qu'il en soit ainsi, il faut que 
le sommet No du triangle équilatéral rJoN,Nj, qui ne peut se mou- 
TOir que sur l'arc AC, occupe une des exlrémités A ou C de cet 
arc. Dans le premier cas, les sommets No, N,, W,, du triangle sojil 
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s points A, D,E; le cosinus donné est -\-i, et les racines sont 



Dans le second cas, les sommets dn triangle sont aux points 
C, A', F; le cosinus donne est — i, et les racines de l'équation sont : 



lo. ProblËme II. Étant a 
éprenons la formule 



Soit cosft^r\; posons sin— =^œ, et remplaçons cos— par +\/i —a:^. 

Si Tit est pair, le second membre ne renfermant cos— et sîn~ 
qu'à des puissances paires, l'équation ainsi obtenue est uue équalion 
algébrique du m"" defjré, qui ne contient que des puissances paires 
de ic. Elle admet m racines, deuK à deuï égales et de signes con- 
traires. 

Si m est imp air, le second membre de l'équation obtenue est le 
iroduit de :^\Ji^ x^ par un polynôme entier en a; de degré m — i, 
qui ne renferme que des puissances paires de a:. En élevant les deuK 
membres au carré, on obtient une équation algébrique de degré ain, 
qui ne renferme que des puissances paires de x; cette équation ad- 
met am racines, deux k deux égales et de signes contraires, 

3i i. Il est facile d'expliquer, à priori, pourquoi l'on trouve m, ou 
am valeurs, selon que m est pair ou impair, et pourquoi cesvaleurs 
sont deuï a deuï égales et de signes contraires. En conservant les 
mêmes notations que dans le problème précédent, et la même figure, 
on sait que l'on doit obtenir les sinus des arcs compris dans les 
formules 



et que ces arcs, si on les compte à partir du point A. pris pour ori- 
gine, aonl terminés ans sommets de deus polygones réguliers de m 
côtés, P et P', symétriques l'un de l'autre par rapport à AA.'. 
Si m est pair, chacun de ces polygones est symétrique par rapport 
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aa centre du cercle ; comme l'un des polygones est symétrique à 
l'autre par rapport à ÂA.', il en résulte que l'un des polygones est 
aussi symétrique à l'autre par rapport à BB'. Gela élant, les arcs ter- 
minés aux sommets de l'un des polygones ont les mêmes sinus que 
les arcs terminés a«ï sommets de l'autre. Il n'y a donc à consi- 
dérer que les arcs limités aux sommets de l'un des deux polygones, 
P par exemple, ce qui explique pourquoi le problème admet m solu- 
tions. Eafln, les sommels du polygone P étant deux à deux symé- 
triques par rapport au centre du cercle, les sinus des arcs lerminés 
à ces sommets sont deux à deux égaux et de signes contraires. 

Si m est impair, les polygones P et P' n'étant pas symétriques par 
rapport à BB', les sinus des arcs terminés aux sommets de l'un des 
polygones sont différents des sinus des arcs terminés aux sommets 
de l'autre, ce qui explique pourquoi le problème admet am solutions. 
D'ailleurs, les polygones P et P' étant symétriques l'un de l'autre par 
rapport à AA.', les sinus des arcs terminés aux sommets de l'un sont 
égaux et de signes contraires aux sinus des arcs terminés aux som- 
mets de l'autre. 

3i2. De cette étude, il résulte que si le nombre donné 1 est bien 
un cosinus, c'est-à-dire s'il est compris entre — i et -(- i, l'équation 
algébrique, de de«ré m ou de degré ain, selon que m est pair ou im- 
pair, à laquelle on est conduit en cherchant sin— en fonclion de 
cos a, a toutes ses racines réelles ; comme d'ailleurs ces racines sont 
des sinus, elles sont toutes comprises entre — i et -|- i- 

Ces racines sont généralement distinctes; nous allons cliercber 
dans quels cas il en est autrement. 

3i3. Cas ries pnciiies multiples. Nous examinerons séparément, 
le cas où m est pair et le cas où wi est impair. 

i"ffi pair. Les seuls arcs à considérer sont les m arcs compris 
dans la formule 

quand on y donne à h les ni valeurs entières o, i, a, ... m— i. 
Pour que deux de ces arcs, et ' — parexemplo, 

aient le même sinus, il faul, puisque leur différence est inférieure 
à ait, que leur somme soit un multiple impair de -n, c'est-à-dire que 
l'on ait : 
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/iélanl enlier, d'oii 

1■^=[{'ih+l)m — 1li — ù.k''\■^■, 

et, puisque m est pair, » doit être un multiple de n. Donc le cosinus 
donné X doit êlre égal à -|- i ou à — i . 

Si cette condition est remplie, deux des sommels du polygone P 
-sont symétriques par rapport à BB', et comme ce polygone est régu- 
lier, la droite BB' est un axe de symétrie da polygone. D'antre pari. 
Ml élant pair, !e polygone P est symétrique par rapport au centre du 
cercle; et par suite AA.' est aussi un axe de symétrie de ce polygone. 

Soit d'abord).^ i. Dans cecas, a=:o, Bt les arcs b. considérer sont: 



L'asede symétrie A. A.' contient deiis sommels du polygone P; l'ase 
ie syméirie BB' contient deus sommets ou n'en contient pas selon 



Si — est pair, on connaît quatre racines do l'équaiion, savoir : une 
racine double égale à o, et deux racines simples -[- i et — i, racines 
qui correspondent ans sinus des arcs terminés aux sommets A, A', 
B, B', du polygone. En divisant le premier membre de l'équation 
par a!2(a}^— i), on obtient une nouvelle équation de degré m — ^ qui 
a ses racines deux à deux égales, et deux à deus égales et de signes 
coutraires ; en extrayant la racine carrée, et en prenant a^ pour in- 
connue, on aura fmalement h, résoudre une équation de degré — ■ — . 

Si— est impair, le polygone P n'ayant pas de sommet sur BB', 

l'équation n'a pas de racine simple. Comme elle admel une racine 
double égale à o, on abaissera son degré à m — a, en divisant son 
premier membre par a^; cela fait, l'équaiion obtenue aura ses ra- 
cines deux à deux égales, et deux h deuï égales et de signes con- 

(raires ; on pourra donc abaisser son degré au degré — r — , 

En second lieu supposons X^t:— i. Dans ce cas, b^tt, les arcs ii 
consiiiéi'er sont : 

I, t, t, ("-■)' 

l,e polygone P n'a pas de somraoL sur l'axe de symétrie AA' ; pour 
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qu'il ait des sommets sur l'axe de symétrie BB', il faut que l'un des 

arcs cpnsidérés, ■ , puisse fiJre égal à - , ce qui esige que — 

soit impair. 

Si — est pair, l'i^qualion n'a ni raniie simple, ni racine nulle ; ses 
racines sont deux à deux égales, el deus à deus égaies et do signes 
conlraîres ; on abaisse le degré de l'équation au degré — . 

Si — est impair, l'équation admet les deux racines simples + i 

et — I ; on divise le premier membre par a:^ — i, et on obtient une 
équation de degré m — a qui a ses racines deux à deux égales, et 
deux Jt deux égales et de signes contraires. On abaisse finalement le 

degré de l'équation au degré — - — . 

3i4. a" m impair. On a généralement à considérer les arcs ter- 
minés aux sommets des deux polygones P et P', parce que ces 
polygones ne sont pas symétriques l'un de l'autre par rapport k Blî'. 
Voyons d'abord si ces deun polygones peuvent coïncider. 

Pour que les deux polygones coïncident, il faut et il suffit que I'uq 

, c'est-à-dire que 



des arcs - 


" ■ soit égal à l'un des arcs- 


l'on ait 


, = (A'-ft)^; 


donc il fau 
Si on a). 


t que le cosinus domié soit égal 
= I, les arcs dont on doit troi 




., ?, ç. 



Le polygone P a uu sommet en A, et par conséquent est symé- 
tiique par rapport au diamètre AA' ; le polygone P' est confondu 
avec le polygone P. L'équation de degré am h laquelle on a été con- 
duit a ses racines égales deux à deux; on l'abaissera au degré m 
en estrayant la racine carrée du premier membre. L'équatioû de 
degré m ainsi oblenue n'a que des racines simples; une de ces 
racines est zéro ; les autres sont deux à deux égales et de signes 
contraires. On abaissera donc finalement le degré de l'équation à 

rfsouJre au degré . 
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Si on a >. = — i, les arcs dont on doit trouver les sinus sonl 
-_ î;_ fa ~ (■»->)» ^ 

parmi lesquels se trouve l'arc — , ou it. Le polygone P a un sommet 

en A', et est symétrique par rapport h AA' ; le polygone P' se con- 
fond avec le polygone P. En opérant comme dans le cas précédent, 

on abaissera à le degré de l'équation à résoudre. 

Si cosa n'est égal ni à + i, ni à ~ i, les polygones P et P' sont 
distiucls ; P' est symétrique de P parrapport à AA', et n'est pas symé- 
trique de P par rapport h BB'. Les racines sont toutes des racines 
simples, à moins que le polygone P ne soit symétrique par rapport 
à BB', auquel cas, P', symétrique de P par rapport à AA', sera aussi 
symétrique par rapport à BB'. Cherchons la condition pour que le 
polygone P soit symétrique par rapport à BB'. Pour que deux som- 
mets Nj, N'^,, de ce polygone soient symétriques par rapport à BB', il 
faut que l'on ait r 

h étant entier, d'où 

.= ((,.1+I)»l-2S-»S')^, 

c'est-à-dire que «doit Être un multiple impair de -, ou.mioun encore, 
puisque a est compris entre o et it, « doit êlre égal à - . Il faut donc 

Si cette condition est remphe, le polygone P a deux de ses som- 
mets symétriques par rapport à BB', et, comme il est régulier, BB' 
est un ase de symétrie de ce polygone. Le nombre des sommets 
étant impair, un des sommets est nécessairement sur l'axe de symé- 
trie BB' du polygone, soit en B, soit eu B'. 

Le polygone P' étant symétrique du polygone P parrapport à AA', 
est, comme le polygone P, symétrique par rapport à BB', et a aussi 
un de ses sommets sur BB' ; si P a un sommet en B, P' a un sommet 
en B', et réciproquement. 

Il suit de là que l'équalion admet les racines simples -[- i et — i, 
et a ses aulres racines deux à deux égales, et deux à deux égales 
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et de signes contra ire s. En divisant par afl ^- i le premier mfimbre 
de l'équation de degré aro, en extrayant la racine carrée du premier 
membre de la nouvelle équation, et en prenant x^ pour inconnue, 

on aura finalement à résoudre mie équation de degré ^ — , ou 



3i5, Problème IH. Etant donné sina, catouier sin — . 
Eu remplaçant dans la formule 



1 obtient la relatio 



Le second membre est une fonction entière du ra""* degré de cos — 
et de sin — , dans laquelle siu — ne figure que par des puissances 
impaires, et cos — que par des puissances de même parité quem— i. 

Si m est impair, le second membre ne renferme que des puis- 
sances paires de cos — . Soit sin a^^*; posons sin — := a', et rem- 
plaçons cos^— par i— 3î*, nous obtiendrons, pour déterminer x, 

une équation algébrique du m""' degré qui ne renferme que des puis- 
sances impaires de œ. 
Si «i est pair, le second membre ne renferme que des puissances 

impaires de cos— ; si, posant toujours a; =: sin— , on remplace cos — 



par ; 



, le second membre est le produit de j 



des puissances impaires de x. En élevant les deux membres au 
carré, on obtient une équation algébrique, de degré im, qui ne 
renferme que des puissances paires de a;. 

3i6. Le problème conduit donc à une équation de degré m, ou de 
degré am, selon quo m est impair ou pair, et dans le second cas. 
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l'équalioii de degré am a ses mcinrs deux à deiiï égales et de signes 

coiilraires. Il est facile d'expliquer pourquoi il en est ainsi. 

Considérons le cercle Irigonomé- 
trique {flg. 97), et portons sur le 
diamètre BB', à pailir du point 0, 
dans le sens convenable selon le 
signe de sin a, une longueur OQ 
égale à la valeur absolue de sin a, 
et par le point Q menons la per- 
pendiculaire à BB'; soient M et M' 
lespoinls où cette perpendiculaire 
rencontre le cercle, M étant celui 
de ces deux points qui, par rap- 
port à BB', est situé du même côté 
que le point A. L'arc 11 n'est pas 
déterminé; c'est l'un quelconque 




des arcs, d'or 


gine A, 


terminés 


soit 


en M, soit en M'. 


Quand on 


cherche sin — 


n fond 


on de sin 


a, on 


doit trouver les si 


us des m''» 


parties de loua les arc 


s, d'origin 


A, 


erminés, soit en M 


soit en M'. 


Parmi les arcs 


d'oriair 


e A, term 


mes 


en H, il y en a un 


et un seul 


compris entre 


-%t + ^;soit 


«cet 


arc ; et soit N,, l'extrémité d'un 


arc duiigme A 


e„alà 


- . Les arcs d 


origine A, égaux a 


jx ni" par- 



lies des arcs (eiminés en M, aurout pour extrémités les sommets 
No Ni Nj Nn 1, d'un polygone régulier P de m eûtes, inscrit 

dans le cercle t ayant un sommet au point N,,. 
Pairr 1 les arcs terminés en M', il y a l'arc n — ; soit N^' l'ex- 



trémite d 



;, d origine A, égal à 



. Les arcs, d'oi 



i A, 



î m™ parties des arcs qui ont A pour origine et sont ter- 
minés en M', auront pour extrémités les sommets N^, N,', N^, Nj, 

N'^ _ 1. d'u" polygone régulier P' de m côtés, inscrit dans le cercle 
et ayant un sommet au point NJ. 
Les arcs lerminés aux sommet sud polygone P sont ; 



et les a 



immcis du polygone P' soi 
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H j a lieu iîo distinguei' deux cas, selon que m est impair ou pair. 

3i;. Premier cas,, m impair. Les deux polygones P el P' sont 
symétriques l'an de l'autre par rapporta BB'. En effet, prenons le 
sommet No du polygone P, et cherchons la condilion pour qu'un 
sommet N'^, du polygone P' soit symétrique de No par rapport à BB'. 

Les arcs terminés aux sommeis Nj, N',^. Étant — et — = , 

la condition est : 

OU 

24'+i— -m, 

est un nombre entier et les sommeis N^ et N'.b _ i sont symé- 
triques par rapport à, BB'. 11 en résulte que le polygone P' est symé- 
trique du polygone P par rapport à BB', el, par suite, que les sinus 
des arcs terminés aux sommeis du polygone P' sont respeclivement 
égaux aux sinus des arcs terminés aux sommets du polygone P, 

On doit donc Irouver, pour sia — j en fonclion de sinn, m valeurs 

quand m est impair. 

3i8. Ces m valeurs sont généralement dislinctes; pour qu'il en 
soit autrement, il faut que deux des sommets, Ni , Nw par exemple, 
du polj'gone P soient symétriques par rapport à BB' ; et pour cela, 

d faut que la somme des arcs , , ternîmes eu ces 

sommets, soîl un mulliple impair de Jt. H faut donc que l'on ail ; 



et, comme m est supposé impair, on voit que la condili 
soit un multiple impair de - . 11 faut donc que le sinus 
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Si cette condition est remplie, deux îles sommets du polygone P 
sont symétriques par rapport à BB', et, comme le polygone est 
régulier, BB' est un axe Ap, symétrie de ce polygone. Le nombre des 
sommets étant impair, un des sommets est nécessairement sur l'axe 
de symétrie du polygone, soit en B, soit en B' ; c'est d'ailleurs ce 
que nous allons vériller avec les formules. 

Supposons d'abordx=i. Dans ce cas, a^-, et les arcs dont 
on doit trouver les siuus soûl : 



Parmi ces arcs il y on a un égal k~ , ou un égal à — . En eifet, 



pour que l'arc - — ■ ■ sniL égal à -, il faut : 



k = - 



or, m étant impair, un des deux nombres m — i , m + 1 , et un 
seul, est divisible par 4, car tout nombre impair est un multiple de 
4, plus ou moins i , 11 suit de là que le polygone P a nécessairement un 
de ses sommets sur BB', en B si m est un multiple de 4 pl"s i, en B' 
si m est un multiple de 4 moins i. L'équation admet donc une 
racine simple égale à -|- i on à — i, et a ses autres racines deux à 

deux égaies. On abaissera son degré au degré — y^. 

En second lieu, soit X^=: — i. Dans ce cas, a.= — , et les arcs dont 
on doit trouver les sinus sont : 

î: „ + î' 4.4.-Î: .im-,).+?f 
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;, il y en a encore un égal k 




pour que l'arc soit égal à — , il faut : 

' "~ 4 "~ 4 

Or, un des nombres m+ i,m — i,et on seul, élant divisible par 4, 
le polygone P a toujours un sommet sur BB' ; ce sommet est en B si 
m est un multiple de 4 moins i, il est en B' si m est un multiple 
de 4 plus I. 

L'équation admet une racine simple, -f- 1. o« — '. et a ses autres 
racines deux à deux égales ; on abaissera encore son degré au de- 



Sig. Second cas, m pair. Quand m est pair, les polygones P et P' 
n'étant pas symétriques l'un de l'autre par rapporta BB', on doit 
trouver aiw valeurs pour sin— en fonction de sin a. Chacun des po- 
lygones ayant ses sommets symétriques deus à deux par rapport au 
centre du cercle, les m sinus des arcs terminés aux sommets de i'un 
quelconque de ces polygones sont deux k deux égauï et de signes 
contraires. Voilà pourquoi, dans ce cas, l'équation trouvée est de 
defçré am, et ne renferme que des puissances paires de l'inconnue. 

Cette équation de degré am ne renferme le sinus donné, sin a, que 
par son carré; de sorte que les racines de l'équation ne changent 
pas quand on change sina en — sina, 11 est facile de comprendre 
pourquoi il en doit être ainsi. Quand on rempiace sina par — sina, 
on remplace les points que nous avons appelés M etM' par d'autres 
M,, M',, symétriques de ceux-ci par rapport à AA', et, par suite, les 
polygones P et P' par d'autres Pi et P] symétriques de ceus-ci 
par rapport à AA'. Chacua des polygones réguliers P et Pj est symé- 
trique par rapport au centre du cercle ; les polygones P et P; sont 
symétriques I'uh de l'autre par rapport à AA' ; donc ces polygones 
P el P, soal aussi symétriques l'un de l'autre par rapport à BB'. Il 
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en est de même des polygones P' et p;,eL les arcs limités aux som- 
mets des polygones Pj el Pi ont les mêmes sinus que les arcs limités 
aux sommets des polygones P et P'. 

3ao. Les am valeurs de sin — en fonction de sîna sont générale- 
ment disljnctes; pour qu'il en soit autrement, il faut on que les deux 
polygones P et P' aient un sommet commun, et par suite se confon- 
dent, ou que i'un d'eux ait au moias deux sommets symétriques par 
rapport à BB'. 

Cherchons d'abord Ja condition pour qu'un sommet N* du poly- 
gone P se confonde avec un somml N'*' du polygone P'; il faut pour 
cela que ia différence des arcs terminés en ces sommets soit un mul- 
tiple pair de n, ou que l'on ait : 



^kK + ^. Uk' + ,)r.-c 



— -ilm, 



a= Umli — -x!! + ->.h'-\-i\-\ 

il faut que a soit un multiple impair de -, et, par suite, que le sinus 
donné !. soit -J- 1, ou— i. D'ailleurs, si celle condition est remplie, 
les polygones réguliers P et P', de m côtés, ont un sommet ci 
el par suite coïneident. 

Soit d'abord X = i, on iia^ -, et les arcs don! oj] doit trouver 
sinus sont : 



On vérifie aisément qu'aucun de ces arcs ne peut être ni multiple 
impair de -, ni multiple de it ; ce qui prouve que le polygone P n'a 
de sommet ni surBB', ni sur AA'. On vérifie aussi que deux des 
sommets du polygone P ne peuvent être symétriques par rapport 
à BB', de Borle que les siûus des m arcs terminés aux sommets de ce 
polygone sont distincts; ils sont deux à dem égaux et de signes 
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coalra.ires. L'équation du degré im a donc ses racines deux à. deux 
égales, el deux à deux égales et de signes contraires ; on peut l'abais- 



En secocd ]ie«, soil ï^ — i, on a k =.■ — ; los aies dûiit oti doit 
trouver les sinus sont : 



ils ue comprenûent ni multiples impairs de-, ui multiples de se, ni 

couples d'arcs dont la somme est un multiple impair de t. Comme 
dans le cas précédent, l'équaHon de degré 2J« a ses racines 
deux à deux égales, et deux h. dcLin égales et de signes contraires, 

on l'abaisse au degré -. 

Si le sinus donné X n'est ni -|- i, ni ~ i, les polygones P et P' 
sont distincts. Cherchons si deux sommets Ni, NV du polj-gone P 
peuvent être sjméLriques par rapport à BB'. Il faut, pour qu'il en 



h étant entier, oii 

^=^[m('iA + i)-*ft-'./^']'=> 

et, comme m est pair, a doit être un multiple de n. Donc il faut que 
le sinus donné \ soit égal à o. 

On Terrait de même que la condilion pour que deux des sommets 
du polygone P' soient symétriques par rapport à BB' est encore que 
le sinus donné l soit égal à o . 

Supposons donc X=o; alors tt=:o. Les arcs terminés aux som- 
mets du polygone P sont ; 

et les arcs terminés aux sommets du polygone P' sont : 

Parmi les arcs de la première saite se trouvent los arcs oet n; 
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donc le polygone P q un sommet en A, un sommet en A', et est ainsi 
symétrique à la fois par rapport à AA' et par rapport à BB'. Ce po- 
lygone a deux sommets sur BB', ou n'en apas, selon que — est pair 

Parmi les arcs de la seconde suite, deus arcs équidislanls des 
extrêmes ont leur somme égale à ait, doDc les sommets du polygone 
P' soQt deux à deus symétriques par rapport à AA'; comme d'ail- 
leurs le polygone P' est symétrique par rapport au centre du cercle, 
il est aussi symétrique par rapport à BB'. 11 a d'ailleurs deux 

sommets sur BB', ou n'en a pas, selon que — est impair ou pair. 

Il suit de là que, dans tous les cas, les am points du cercle qui sont 
les extrémités des arcs dont on doit trouver les sinus, sont les qua- 
tre points A, A', B, B', et ain— 4 points deux à deux symétriques 
par rapport il AA', et deux à deux symétriques par rapport à BB'. 
L'équation admettra donc ïa racine double o, les deux racines sim- 
ples-]- i et— i,et aurases au très racines deus à deus égales, et deux 
à deux égales et de signes contraires. On abaissera son degré au de- 



3ai. Application. Calculer sin-, en fonetian de sin a. 

Si l'un pose sin (i^l et sin - :=x, l'équation à résoudre est 

On peut vérifier algébriquement que, si x est un nomhre donné 
;ompris entre — i et-j- i, l'équation a ses trois racines réelles et 
;omprises entre — i et-|- i. On a en effet : 



-3..(. + ^) (.-:), 



'on substitue dans l'(a;) les nombres ^ i, , 

uï qu'indique 



+■ 
,+1 
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Si X n'est égal ni à -j-i, nid — i, ces résultais sont alternative ment 

négatifs et positifs, ce qni pronve que les trois racines sont réelles, 

distinctes, et comprises, une entre — i et , une entre et-(- -, 



+;• '<^ 



+ iet + i. Si >. = +!, 
isième est égale a — i. Si : 



s sont égales à 



r, une des n 



les deuj 



ont égales à . Dans le premier cas, le triangle 

NnNiNj a un sommet en B' et un côté perpendiculaire sur BB', au mi- 
lieu de OB; dans le second cas, ce triangle a un sommet en B et un 
de ses eûtes perpendiculaire sur BB', au milieu, de OB'. 

32a, Si l'on désigne par a l'arc compris entre — .- et -f- - lui cor- 
respond à une valeur donnée quelconque de t., les trois racines de 
l'équafion sont : 



Il est bon d'observer que ces racines sont toujours rangées com 
il suit par ordre de grandeurs croissantes ; 



Eu effet, a étant 
et-| — , on a les inégalitéi 




Soient G, H, K, L, les extréj 
tés des arcs, d'origiae A, égai 



L'extrémité N^ de l'arc r 
Cours de trlgonoméirif 






■c GA.II ; l'extrémité N, de l'a 
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i^iî est sur l'are BK; l'eitrémité N^ de l'are ^~^ es! sur l'arc 

I,li'. Comme on a d'ailleurs : 

on en déduit les inégalités 

— ,j < ^0 < i 
l < X, < 1 



~ I < «, < — - < iE„ < - < iCi < I 

qui montrent que les trois racines x^, œ,,, œ,, sont rangées par ordre 
de grandeurs croissantes. Ces inégalités font en outre connaître 
trois interralles tels que chacun comprend une des trois racines, et 
une seule. 

Pour que les trois racines ne soient pas distinctes il faut o 
iEj;=a;o, ou Xiy=^Xi, et pour qu'il en soit ainsi il faut jue le s m 
met N, du triangle équilatéral NoN,N, qui ne peut se mouvoir que 
sur l'arc GAH, occupe une des extrémité* G on H de cet art D in'- 

le premier cas, ^^ — ^, d'oûa^; le sinus donné a est — i les 

sommets No, Ni, Nj, du triangle équilatéral sont auï points G B L 
les racines sont x^:=œ„^- — et a;,^-|-' Oins le second fis 
^z=^, d'otiiï^-; le sinus donné X l t égal k-{-i les scmmel 
Np, N,,N5, du triangle équilatéral sont aux points II, K, B'; les ra- 
cines sont «,=— i, 'J!i = Xf,=-'i--. 



3a3. Problème IV. Étant donné s! 
Si dans l'équation 
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on i'emplace cos — par x, eL siii-- par ± (/ i — œ', le second mem- 
bre devient le prodait de ±iv i — a;' par uoe J'oiictioti enlière de x, 
de degré m — i, qui ne renferme m qu'à des puissances de mÈine 
parité que ni— i. Kn élevant les deux membres au carré, on obtient, 
pour déterminer x, une équalion algébrique de degré am, laquelle 
ne renferme que des puissances paires de l'inconnue. On a donc, 
pour cos — en fonction de sin a, im valeurs deux à deux égales et de 

signes contraires. 

324. Il est facile d'expliquer pourquoi il en est ainsi. En conser- 
vant les mÈmes notations et la même figure que dans le problème 
précédent, on voit que les cosinus cbercliés sont les cosinus des arcs 
terminés aux sommets des deux polygones réguliers de m côtés que 
nous avons appelés P et P'. 

Si m est impair, nous avons montré que le polygone P' est symé- 
trique du polygone P par rapport à BB il en résulte que les cosinus 
des arcs lern mes aux sommets du polj goae P sont égaux et de 
signes contraires aux cosinus des aros teimmés aui sommets du 
polygone P 

Si m est pair les sommets de chacun des polygones P el P sont 
deux à deux sjmétriques par iipport au centre du cenJc et po ir 
celte raison les cosmvis des arcs termines aux sommets de 1 un 
quelconque de ces polygones s nt deux 'i dpux égaux et de signes 
contraires Gela explique pouiqu 1 dans les dPux cas on liouve 
pour cos —, am valeurs, deux à deux égales et de signes contraires. 

Remarquons que, dans l'équation de degré oan qui donne les 
valeurs de cos — en fonction de sinn, le nombre donné, aina, ne 
figure que par son carré, et que, par suite, les racines de l'équation 
no cbangent pas quand on change sina en — sin a. Il est facile d'ex- 
pliquer pourquoi il en doit être ainsi. Si l'on change sin en — sin a, 
les points que nous avons appelés M et M' sont remplacés par des 
points M,, MJ, symétriques de ceux-ci par rapport à AA', et, par 
suite, les deux polygones P et P' sont remplacés par d'autres poly- 
gones P^, Pj symétriques des précédents par rapport à AA'. Les arcs 
limités aux sommets de ces seconds polygones ont les mêmes cosi- 
nus que les arcs limités aux sommets des premiers. 

3a5. Cas aes raeiues multipleH, Les im racines de l'équation 
de degré ara obtenue en cherchant les valeurs de cos — en fonction 



y Google 



292 COURS DE TRIGONOMÉTRIE. 

de sinfl sont généralement distîiicLes. Gterclions dans quels cas il 

en peut être autrement. 

Pour que ces racines ne soient pas toutes distîncles, il faut, ou 
que les deui polygones P el P' aient un sommet commun, ou que 
deus sommets d'un même polygone soient symétriques par rapport 
à AA'. Pour qu'un sommet N/j du polygone P se confonde avec un 
sommet N^,' du polygone P', il faut que la différeace des arcs 

! — ^ 1 \ — ; gQi[ mi multiple pair de tï, cest-à-dire que 

l'on ait : 



a ^ ( amft — ih-\- -il' -|- 1 ) - ; 



ï doit être un multiple impair de -, et, par conséquent, le sinus 

donné doit être -|-i ou — i. 

On sait que l'on obtient la même équation de degré ara en faisant 
sin«:= i,ousina=: — i,eloiiaexpliquépourquoiilen doit être ainsi. 

Supposons sina=i; alors a=-; « — a est aussi égala-, et les 
deuï polygoues P et P' coïncident. Donc les racines de l'équation de 
degré -an sont égales deux à deux, et le premier membre de cette 
équation est un carré ; on extraira la racine carrée, et on abaissera 
ainsi à m le degré de l'équation. Les arcs dont les cosinus sont les 
racines de celle équation de degré m sont 

jl^ i!^, 9!1, . . M±i)f. U'"-3)" . 

aucua de ces arcs n'est un multiple de t, et par suite le polygone P 
n'a aucun sommet sur AA'; mais si m est impair, l'ua de ces arcs 
est égal à- ou à — , selon que m est de la forme 4p 4- ' ou de 
la forme 4p^i- Daus les deax cas, le polygone P a un sommet 
sur BB', et par suite ce polygone est symétrique par rapport à BB'. 
Il en résulte que, si m est impair, l'équation de degré m admet une 
racine nulle et a ses autres racines deux à deus égales et de signes 

contraires ; on peut donc abaisser son degré à . Si m est pair, 

le polygone P n'a pas de sommet sur BIÎ'. Hans ce cas le polygone 
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est symétrique par rapport au centre du cercle, et par conséquent 
les cosinus cherchés sont deux à deux égaux et de signes confraires; 

donc, on peut abaisser le degré de l'équation à résoudre à — . 

Si sin a n'est égal ni à + i ni à — i , les polygones P et P' n'ont 
aucun sommet commun, et, pour que les racines de l'équalioti de 
degré sm ne soient pas toutes dislinctes, il faut, ou qu'un sommet 
du polygone P soit symétrique fk un sommet du polygone P' par 
rapport à AA', ou que deux sommets de l'un de ces polygones soient 
symétriques par rapport à AA'. 

Il est impossible qu'un sommet N^ du polygone P soit symélrique 
d'un sommet V.\, du polygone P' par rapport à, AA'; car il faudrait 
pour cela : 

h étant entier, ou 

ce qui est impossible, les nombres ft, fi', h devant être enliors. 

Cherchons la condition pour que deus sommets N*, iNV du poly- 
gone P soient symétriques par rapport à AA' ; il faut ; 

h étant entier, ou 

a=i(m/i — fe — ft')7c; 

a. doit élre un multiple de ir. Le sinus donné doit Cire nul. 

On verrait de même que la condilion pour que deux sommets du 
polygone P' soient symétriques par rapport à AA' est aussi que le 
sinus donné soit nul. 

Cette condition remphe, chacun des polygones P et P' a deux 
sommets symétriques par rapport à AA', et, comme ces polygones 
sont réguliers, le diamètre AA' est un axe de symétrie pour chacun 
d'eux. 

Soit donc l=:o; alors h.t^o, les arcs terminés aux sommets du 
polygone PsonL: 



x sommets du polygone P' sont : 
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Nous distinguerons deux cas, selon iiue m est impair ou pair. 

i" m impair. Le polygoue P a un sommel en A, ce qui montre 
à nouveau que ce polygone est symétrique par rapport h. AA' ; il n'a 
pas de sommet en A', et par suite il n'a aucmi sommet sur BB'. Le 
polygone P a un sommet en A', ce qui montre à nouveau qu'il est 
symétrique à lui-même par rapport à AA', et montre en outre qu'ii 
est symétrique au polygone P par rapport ù, BB'. Il en résulte que 
l'équation de degré im admet les deux racines -|- i et — i, et a ses 
autres racines deus k deux égales, et deux h deux égales et de signes 

contraires. On pourra donc abaisser son degré à — r — , ou à — - — . 

a" m pair. Chacun des polygones P et P' symétriques par rapport 
à AA' est symétrique par rapport au centre et par suite est aussi 
symétrique par rapport à BB'. 

Le polygone P a un sommet en A et un sommet en A'. Il a un 
sommet en B, et par suite un sommet en B', si l'on peut pDser : 
aftrc_j: 



c'est-à-dire si — est pair. Dans le cas contraire, le polygone P n'a pas 

de sommet sur BB'. 

Le polygone P' n'a pas de sommet sur AA' ; il a un sommet en B, 
et par suite un sommet en B', si l'on peut poser : 



c'est-à-dire si — est impair. Dans le cas contraire, le polygone P' n"a 

pas de sommet sur BB'. 

En résumé, les points A et A' sont sommets du polygone P et ne 
sont pas sommets du polygone P', et les points B et B' sont sommets 

de l'uQ ou de l'autre des deus polygones suivant que - est pair ou 
impair. 
II suit de là que, quand m est pair, l'équation de degré im qui donne 
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les valeurs décos — en foiicUoade sina, a deux racines simples + i 

et — 1, une racine double é 
deux égales, et deux à deux 

donc abaisser son degré h - 



et — 1, une racine double égale à o, el a ses autres raciues deux à 
deux égales, et deux à deux égales et de signes contraires. On peut 



4 •""- 2 ■ 
3a6. Problème V. Étant donné tga, calculer Ig — . 
Dans la forniulo 



.a.3.4 






remplaçons «par — ; posons lga=;X, et t^ ~-^x; nous obLiendrc 
l'équation 

18 0= _ 



-■)^. , ■»("■-■)('»-') I" 



Pour abréger, posons 

FM~^r '•"('»-') ('"-^) -,. 1 m{m-i)(m-^)(m-3)(w-,il ^, 
' ' i.9-.3 "^ i,-i.i.i\.5 ■■■' 

fW=.-!îi!;illi)..+ "C»-H;-'K'»-^i ,.- 

F(œ) ne renferme que des puissances impaires de w, f{x) ne ren- 
ferme que des puissances paires. L'un de ces deux polynô- 
mes est du m"" degré, l'autre du degré m — i. Les valeurs de 

Ig — en fonction de ig a sont les racines de réquatjon algébrique du 

{]) y.f[x)-V{x) = o. 

327. Nous allons expliquer pourquoi l'on doit trouver m valeurs 

pour tg — en fonction de Ig a. 

Sur la tangente en A au cercle tri gon orné tri que (/îg. gg], à parlir 
du point A, dans le sens convenable suivant le signe de tg a, portons 
une longueur AT égale à !a valeur absolue de tg a, et menons le dia- 
mèlre du cercle qui passe par T ; soient M, M' les extrémités de ce 
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diamètre, M étant celle de ces deux extrémités qui, par rapport îi 

AA.', est dn même côté que le point B. 

L'arc a n'est pas déterminé , 
c'est l'un quelconque des arcs, 
d'origine A, terminés soit en M, 

soil en M' Quand on cherche tg- 

eu fonction de tg a, on doit trou- 
ver les tangentes des m" parties 
de tous les arcs, d'origine A, ter- 
mmés soit en M, soit en M'. 

Parmi les arcs d'origine A ter- 
minés en M, il y a un arc, et un 
seul, compris entre o et t; soit k 

Parmi les arcs d'origine A ler- 
"^' "^' minés en M', il y a l'arc a+a. Les 

arcs dont on doit trouver les tangentes sont donc compris dans les 
deux formules 




;i simplement dans la formule uuique 



k désignant un nombre cnlier quelconque, pair ou impair, positif ou 
négatif. 

Si l'on donne à h deux valeurs qui diffèrent d'un multiple de m, on 
obtient deux arcs qui diffèrent d'un multiple de it, et qui, pour cette 
raison, ont une même tangente. Pour obtenir toutes les valeurs de 

cufives 



. il suffira donc de doi 



à k les ra valeurs entières consé- 



Î>+|, 



p + .., 



p+m 



la première p étant un nombre entier quelconque, posilif ou négatif. 
Les arcs dont on devra prendre les tangentes étant distincts, et 
étant tels que la différence de deux quelconques est moindre que n, 
les tangentes de ces arcs sont foutes distinctes. 

On peut remarquer que si l'on prend le point A pour origine de 



a désigne par Np l'exirémité do 1' 



177-1- s 
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li'émilés des m arcs considérés seront m sommels coDséculifs d'un 
polygone régulier de am côtés inscrit dans le cercle considéré. Si 
l'on observe que m sommets consécutifs d'un polygone régulier de 
am côtés sont toujours situés sur une demi-cireonférence, on recon- 
naît à nouveau que les tangentes des arcs terminés à ces m som- 
mets sont toutes distinctes, 
S) l'on pose : 

les m racines de l'équation (i) sont : 



p désignant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 

3ï8. Remnrque I. On peut toujows choisir le nombre p de telle 
façon que les racines 



soient rangées par ordre de grandeurs croissantes. 
Pour qu'il en soit ainsi, il faut que le premier des arcs considérés 

soit supérieur ou égal à — -, et que le dernier soit inférieur ou égal 
à -, c'esl-ii-dire que l'on ait : 



P < --+' 



)u encore les inégalités (A) 



'arc a étani, par bjpothése, compris entre oel «. 
Quand m est pair, le seul nombre entier qui, i 



vérifie les inégalités (A), est——. 

Quand m est impair, il y a avantage a. met Ire en évidence les nom- 
bres entiers ef ^^ qui comprennent le nombre , 
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s inégalités (A) sous l'une des deux fomioa (B), (8') : 



(B') 






Si X est positif ouiiul, on a o <.«< J^ ; par suite,- — a est positif 
ou nul, - + a est plus petit que n, el, en prenant les inégalités (A) 
sous la forme (B), on voit qu'il faut prendre ji égal à ; — . 

Si X est négatif, on a-<a<n; par suite, o. est positif, —^—n 

est plus petit que it, et, en prenant les inégalités (A) sous la forme (B'), 
on Toit qu'il faut prendrepégaià — — ; — . 

Si 1 est infini, on pourra prendre j> égal à ou à — — ;— ; 

daQS le premier cas, le plus grand arc est +-; dans le second, le plus 
petit arc est — -, tous les autres sont compris entre — el 4-7- 

329. Uemurque II. Si l'on donne à i. deux valeurs différentes l, X', 







(■) 


),/(i)-F(i) = o 


(») 


»7(a,)-FW = o 



sont telles qu'entre deux racines consécutives de l'équation (j) ily a une 
et une seule racine de Véqualion (aj, et qu'en outre il y a une racine de 
l'équation (a), soit entre — k et la plus petite racine de Véqttalion (i), 
soit entre la plus grande racine de l'équation (i) ei-j-so. On exprime 
ce fait plus rapidement en disant que les racines de l'une des deux 
équations séparent les racines de l'autre. 

En effet, les racines de l'équation (i), rangées par ordre de gran- 
deurs croissantes, sont les tangentes des arcs d'origine A, terminés 
à m sommets consécutifs, N,, Nj, ... N™, d'un polygone régulier de 
2m côtés, ces m sommets étaut tous situés sur le demi-cercle B'AB 
(fig. 100). Pareillement les racines de l'équation (2}, rangées par ordre 
de grandeurs croissanles, sont les tangentes des arcs d'origine A, 
terminés cl m sommets consécutifs, N',, N^, ... M;,„ d'un polygone 
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l'égalîer de am côtés, ces m iommfts tfant tous situés sur le même 
demi-cQTcIe B'ÂB. Comme les sommets N n+i, N'^+i diamétralement 
opposés aux sommets N,, N,, sint sur le quart de cercle BA.', le 
point n; est nécessaire- 
mentsiluéouentreNielNj, 
ou entre B' et N,. 

Dans le premier cas, Nj 
est entre Nj et N,, Nj entre 
Nset Nj, ... ef N'„, entre N,„ 
et B.Ofien conclut qu'entre 
deux racines consécutives 
quelconques de l'équation 
(i), il y a une racine de 
l'équation (a) et une seule, 
et qu'il y a une racine de 
l'équation (a) , et une 
seule, entre la plus grande 
racine de l'équaCion (i) et p- ^^^ 

+ ». 

Dans le second cas, N', étant entre B' elNi.N'^Gst entre N, etN^, 
N!, est entre Nj et N3, ... JM'm est entre Nm-i et Nw. On en conclut 
qu'il y a une racine de l'équation (3), et une seule, entre — ™ et la 
plus petite racine de l'équation (i), et qu'il y a une racine de l'équa- 
tion (a), et une seule, entre deux racines consécutives de l'équa- 
tion (i). 

33o. En particulier, supposons X=o, on a a=o. 

Si m est pair, les racines de l'équation, rangées par ordre de 
grandeurs croissantes, sont les tangentes des arcs de )a suite 




la première racine est - 


- to , la racine 


de rang '~-\-i est 0; 


autres racines sont deu 


s h deux égale 


et de signes coniraires. 


l'on se leporte dans ce c 


as à l'équation 





V(^)-F{^) = o, 

on voit que cette équation, qui est généralement du m""' degré, devient 
accidenlellemenl dn degré m— i, et doit par conséquent être re- 
gardée comme ayant une racine infinie. Cette équation ne conte- 
nant X qu'à des puissances impaires, on voit encore qu'elle a une 
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racine nullû, et que les autres racines sont deux à deux égales et de 

signes contraires. 

Dans ce cas, la résolution algébrique de l'équation est ramenée, 
après la suppression de la racine nulle, à la résolution algébrique 

d'une équation de degré — ^ — ■. 

Si m est impair, les racines de l'équalion, rangées par ordre de 
grandeurs croissantes, sont les tangentes des arcs 



elles sont, à part la racine zéro, deui à deux égales et de signe.s 
contraires. L'équation (i) se réduit dans ce cas à 

elle est âa m""' degré et ne renferme que des puissances impaires 
de œ : la résolution algébrique de celle équation se ramène, après la 
suppression de la racine nulle, àla résohuion algébrique d'une équa- 



33 1. Considérons encore le cas où ^ est infini; alors «.:=-. 

Si m est pair, les racines de i'oquation rangées par ordre de 
grandeurs croissantes sont les tangentes des arcs 



ces racines sont deux à deux égales et de signes contraires. Dans 
ce cas, l'équation (i) se réduit à l'équation 

Équation du m'"" degré qui ne contient que des puissances paires 
de œ. La résolution algébrique de cette équation se ramène à la ré- 
solution d'une équation de degré — . 

Si m est impair, les racines de l'équation, rangées par ordre de 
grandeurs croissantes, sont les tangentes des arcs 

la dernière racine est infinie, les autres sont deux ii deux égales et 



y Google 



DIVISION DES ARCS. 301 

de signes contraires. Dans ce cas, l'équation (i), qui est générale- 
ment du m™ degré, est accidentellement du degré m — i ; oo doit la 
regarder comme ayant une racine infinie; comme d'ailleurs l'équa- 
tion ne contient que des puissances paires de x, les racines sont 
deux à deux égales et de signes conlraires. La résolution algébrique 

de l'équation se ramène à jarésolution d'une équation de degré . 

Les racines obtenues, soit pour ^:=o, soit pour X=^os , séparent 
les racines de l'équation (i) pour toute autre valeur de t.. Parmi les 
racines quicorrespondent aux deux cas x=;o, X=«i, il y en a tou- 
jours une qui est infinie, que l'on peut regarder comme étant — «= 
ou -j-oa ; si l'on range par ordre de grandeurs croissantes les im — i 
racines finies, et aussi — « et -j- " , on formera am intervalles plus 
resserrés que les précédents. Il est facile de voir que, pour une va- 
leur quelconque attribuée à ^, les racines de l'équation (i) seront 
toutes, une par une, dans les intervalles de rang impair, ou toutes, 
une par une, dans les intervalles de rang pair. 

33a. Remarque IH. Lorsque m est pair, les racines de l'Équa- 
tion (i ] peuvent être groupées deuœ par deux de façon que le produit des 
racines de chaque groupe soit égat à — i. 

En effet, si l'on donne à S; les m valeurs consécutives, o, 1,2, , 

m — I, les arcs dont los tangentes sont les racines de l'équation sont ; 



(H: 



+ « 



(m 



Or, si l'on décompose celle suite en deuv parties de — termes 
cbacune, deux arcs qui occupent le même raag, l'un dans la pre- 
mière partie, l'autre dans la seconde, dilTcrrnt entre eux de -. Or 
de tels arcs ont dos langentes dont le produit est — f, Soient en 
effet p et --j-p deux arcs qui diffèrent de -, on a : 

tgf-'t-pW — cot |5; 

lgp.tg(^^+p)=-l.glî,cotp=-i. 
Cette ciT'coustaoce permet, comme on le voit en algèbre, de rame- 
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ner la résolution de l'équation (i), qui est de degr^ m, h. la résolu- 
tion d'iina équation de degré — . I! suffit de poser : 



comme i! y a ~ couples de racines dont le produit est — i, le nom- 
bre des valeurs des est —, et l'équation en z est de degré — . Les 

ïaleiirs de x étant toutes réelles, les valeurs de z sont réelles aussi. 
A une valeur do z correspondent pour x deux valeurs, racines de 
l'équation 



Comme les m valeurs de œ sont distinctes, los — valeurs de a 
distinctes aussi. 
333. Apipitcntious. — I. Calcuhr tg-r, en fonction de tga. 
Soit 



tgo=>.. 



" 3 "■' 



Si l'on désigne par a l'arc compris entre o et ir dont la tangente 
est éfîale à x, les racines de l'équation sont les valeurs que prend 

.J^ + o- 



quand on donne à ft trois valeurs entières consécutives. 

Si 1 est positif ou nul, ces racines seront rangées par ordre de 
grandeurs croissantes en donnant successivement à h les valeurs 



Si X est négatif, les racines seront rangées par ordre de grandeurs 
croissantes si l'on donne successivement à k les valeurs 



Dans tous les cas, les racines de l'équation doivent être séparées 



y Google 



DIVISION DES ARCS, 
ci nés del'éq 
années par ( 
gentes de 



par les racines deVéquaLion obtenue en faisant X=o. Ces dernières 
ées par ordre de grandeurs croissantes, sont les tan- 



ce sont aussi les rac 


ines de l'équation 




-iœ-3;' = i 


ou tes nombres 






- V'3, 



+V3. 

Or, si l'on désigne par (p (a?) le premier membre de l'équation (i), 
les signes des résultats obtenus quand on remplace, x par ces 
nombres, par — 00 etpar-|-oo, dans tp (x), sont ceux qu'indique le 
tableau suivant: 

,(0.) \ ~ -À +x -1 + t. 

Si X est positif, il y a une racine dans chacun des trois derniers 
intervallea; il y en aune dans chacun des trois premiers inter- 
valles si X est négatif; ce qui Térifie le fait énoncé. 

Les racines de l'équation (i) doivent aussi être séparées par les 
racines de l'équation obtenue en faisant x ^:= oo . Ces dernières racines, 
rangées par ordre degraudeurs croissantes, sont les tangentes des arcs 

~3 + 6' ÏJ' 3+0' 



considéréeconame un cas particulier d'uneéquation du ti'oiajème degré 
dans laquelle le coefficient du terme du troisième degré est devenu 

nul ; deuï de ces racines sont finies et égales l'une à =, l'autre 
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Si l'on substitue — «, =, -{ — =, -|-" dans ip(i(!),les signes 

des résultats des substitalions sont ceux qu'indique le tableau 



V3 V^ 



I 



Il y a uue racine de l'équation <f (x}=:o dans chacun dos intcr- 

Enfln, si l'on réunît les deux séries de substitutions, on a : 

(0 (') (3) M) (S) (6) 

M-" -^'^ -73 ^ +è '■^' +" I 

ce qui montre que, si x est positif, il y a une racine dans chacun des 
intervalles .(2), (4), (6), et si X est négatif, il y a une racine dans 
chacun des intervalles (1), (3), (5). 

II. Calculer tg ■- en fonolion de tg a. 

Soit 



et, si et est l'arc compris entre o et it dont la tangente est l, les ra- 
cines de cette équation, rangées par ordre de grandeurs croissantes, 
sont les tangentes des arcs 



La résolution algébrique de cette équation peat Stre 
la résolution algébrique d'une équation du second degré. 
En effet, l'équation est 
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jvi peut l'Écrire sotis îa formo 

Si l'on pose: 



et l'équation en a est 



celte éiîaation a ses deuï racines réelles; à chacune de ces vateura 
de z correspondent deuï valeurs de x données par l'équation 



m. (kdeuter îg ■; e»i fonction de t<} a. 
Soit 



si a est l'aie compris entre o et it dont la tangente est J, les ri 
de cette équation sont les valeurs que prend 



quand on y donne à /; cîiiq valeurs entières consécutives. 

Si X est positif ou nul, ces racines seront rangées par ordre de 
grandeurs croissantes en donnant siiccossivemont à S les valeurs 



Si X est négatif, les racines seront rangées par ordre de gran- 
deurs croissantes en donnant successivement h. h les Valeurs 



Quelle que soit la valeur attribuée 
Cours de trigonométrie. 
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doivent être séparées par les racines de cette équation qm corres- 
pondent à l'iijpothêse X— o. Ces racines,' rangées par ordre de 
grandeurs croissantes, sont les lanj^entes des arcs 



on poulies délerminer algébriquement, car cb sont les racines de 
l'équation 

ou los nombres 

— \/5 + -2\S, ~\/5 — 'A\5, o, \/5~-i\5, V5 + 2V5- 

Si on Ic3 substitue dans le premier membre f{x) del'équation {i), 
ainsi que — od et + 1» , les signes des résnltats des substitutions 
sont indiqués par le tableau 



Si \ est positif, il y a une racine dans cbaoun des cinq derniers 
intervalles ; si X est négatif, il y a une racine dans chacun des cinq 
premiers intervalles. 

Les racines qui correspondent au cas oii ). = «' sont rangées par 
ordre de grandeurs croissantes, les tangentes des arcs 



On peut aussi les déSei'miner algébriquement; ce sont les n 
l'équation 



qu'il faut regarder comme un cas particulier d'une équation du cin- 
quième degré; une des racines est infinie, les quatre autres sont 



Vï 



-. Si l'on substitue ces racines dans le premier membre 
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(le l'équation, ainsi que — œ et-|-oc, les signes des résultats des 
subalitutiona sont indiqués dans le tableau 

_. _^î^ _\/^ V^ V^^ +- 



L'équation a une racine dans chacun des cinq intervalles. 

En rapprochant les résultais des deux séries de substitulions, 



(1) 


(i) (3) «) (5) 

VS+W3 s/'+r V.-.vS s/-f' .. 


»w + 


+ x - ^,. + + 




(6) (7) (8) (S) (lo) 




S/^--^" V5 .v3 v/'+r' ^=+"Vî +- 


+ » 


-» + +1 



Si X est positif, il y a une racine dans ciiacun des intervalles 
(a), {4), (6), (B), (lo); si X est négatif, il y a une racine dans chacun 
des intervalles (i), (3), (5), (7), (a). 

334- Hemarque. On peut remarquer que, pour m = 3, et pour 
jn=:5, les racines qui correspondent à l'hypothèse X^o sont les 
inverses de celles qui correspondent h l'hypothèse 1=00 . Il est facile 
de reconnaître qu'il en eat ainsi pour toule valeur impaire de m. 



EXERCICES sua LE CHAPITRE 11. 

I. Démontrer que, si i'équation 

Ao3;'" + Aiœ'"-i+ +A„i-ia;-f-Am = o 

admet pour racineg 1g^, tgp, tgJ, on a : 

'i!'«+i>+ +^-" t-A.t*;-Â'.X:: 
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011 demande d'exprimer coa^a et siu"'û en fonction de ti et de w, et 
de déduire des formules obtenues l'expression de cos""!! en fonction des 
cosions des mnltiples de l'arc a, et l'expression de sin"" a en fonction, 
sait liée sinus, soit des cosinus des multiples de l'arc a. 

3. Élant donné Iga, calculer sMtcos— , soit sin —; discussion; nombre 
des solutloas; cas des raciaes multiples. 

4. Étant donné soit sina, aoît cosa, calculer tg— ; discuter. 

5. Étant donné soit sino, soit cos«, calculer soit sin l-a, soit nos - a, 

1 î 

p lit q étant deux nombres entiers premiers entre eux ; discuter. 

S. Posant ï = tg a et a; = tg - , on sait que l'on a ï = -^, f{x) et 

F( ) 'tant les polynOmea entiers en x dont la composition est connue; 
n t d plus que l'équatLon f{x) = o a ses racines réelles, distinctes, 
d a d IX égales et de signes contraires ; ceci posé : i= indiquer la" 

d* mp tion en fractions simples de la fraction rationnelle r:^' et 
h h 1 s signes des différents numérateurs; ')'> connaissant les signes 
1 mf teurs, en déduire, par des considérations d'algèbre, que l'équa- 

xrW-F(^, = o 
a toutes ses racines réelles et distinctes, quel quo soit X; 3" calculer les 
valeurs dos différents numérateurs . 

7- Démontrer que, m étant un nombre entier et positif, si l'on pose ; 



la fonction 

Asin".a + Bsin>n-îû + Csm™-'-, 



représenta {— i} cos ma, ou (— 1) siuwi 
impair, et que la fonction 

M sin "'--i a 4- N sin «t-~s o + P 



1 que m est pair 
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CHAPITRE III. 



ALGÉBKIQVE ET TRIGONOMIiTRIQUI! 
DE LÊQUATION BU TROISIÈME DEGRÉ. 



â 1. Hésolution itlgéhriqiie de l' équation" cl u troisième degrt. — S "■ IStso- 
lutioE trigoiio métrique de l'ôquixlion do troifiîÈmo degré. 



§ 1. — RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DE L'ÉQDAnON DU TROISIÈME DKttnfi, 

335. Caa partlcnllerH. Nous examinerons d'abord deux cas pai 
ticuliers. 

I" Considérons Véqualion binôme 



Cette équation peut se mettre sous la forme 

elle équivaut donc aux deux équaUous 

La premiÈre admet la racine -[-i, la seconde admet les racine 
imaginaires conjuguées ^ , déserte quelesracinesderéqu! 



-iv'3 -i-iyJ 



Ces deux reciees imaginalves soutteiles que cliacene d'elles est le 
cari'é de l'autre; on a, en effet, 

|' -i+.\/3 '^'_ ï-3-a.\/3 _ -i-i'VS 
V » / 4 » _ 

/ -i-i^ Y „ l-3 + »iV3 _ -l + iV'3 

\ " y ~ 4 « ' 

On voit donc que si Voa désigue par a l'une quelconque de "ces 



y Google 



10 COURS DE TfUGONOMÉTRIE. 

icines imaginaires, les Irolsracinesderéqaation binôme . 

11 les trois racines cubiques de l'unité, sont ; 



Ces racines peuvent être mises sous forme trigonométrique; re- 
marquons pour cela que l'on a identiquement : 
i:=coso+!'sino, 

et que résoudre l'équation binôme a;'—i=o, revient ft chercher les 
racines cubiques do îa quantité cos o -\-i sin o ; d'après les formules 
établies au n" a84, on aura donc, le module étant égal à i , 



et on sait qu'on a toutes les racines eu donnant à k les trois 
leurs o, I, 2, d'où les tfois racines 



„ = c..|+.-,in4 



Nous savons d'ailleurs que siu~ est positif et égal à. — , que 



20 SoiLen second lieu l'équation binôme 
aP — A=o, 
où A. est une quantité réelle ou imaginaire donnée. Posons : 

A^.(cos. + îsin.), 
on a: 

et l'on voit que résoudre coite équation binôme revient à extraire I; 
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racine KuWque de la quantité A; on a donc (284) : 

un encore, d'après les formules de muUiplication des quantités ima- 

,=,. |^cos-^î^+*Bm-:Î3-J x[_co.^^+-m-4— J. 

Le premier facteur, oii h est un nombre entier quelconque, repré- 
sente une quelconque des racines cubiques de A; quant au facteur 
2(fc— A're . . . 3(ft- -y()n 



o([ A et par snite k — k preiment toutes les valeurs enlières pos- 
sibles, il peut représenter toutes les raciues cubiques de l'unité, 
i,n,a'(284)- On voit doncque pour obtenir toutes les racines cubiques 
d'une quantité réelle ou imaginaire A, il suffit de multiplier l'une 
quelconque d'entre elles, a, successivement par i, «, i^, de (elle 
sorte que ces trois racines sont : 



336. Cas e^u^'^al. On sait que dans toute équation du troi- 
sième degré à coefficients réels ou imaginaires, on peut faire dispa- 
raître le second terme de l'équation ; nous supposerons celte sim- 
pfificati.on effectuée, et nous considérerons l'équalion 

(I) x= + px + q:=0. 

OÙ p et q sont dos quantités données réelles ou imaginaires. Po- 

l'équation devient 

(3) y'+a= + {3yî+p)(î/ + s)+? = o. 

Les deux nouvelies inconnues !/ et a ne sont assujetties qu'à vé 
rifier la relation précédente; on peut donc les astreindre à satisfaire 
à une autre équation telle cependant que y et 2 n'y entrent pas seu- 
lement par leur somme, par eseraple à. l'équation 

(4) 3yz+p — a. 
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L'équalion (3) se réduit alors à 
(5) ,,a_|_:;5^5 = o, 

cll'on voit que pour résoudre l'équalion proposée (i), on détermi- 
nera ^ et î au moyen des deux équations simultanées 
14) 3yz + p^.o 

et oti portera leurs valeurs dans la relation (a) x^^y-j-z, qui don- 
nera X. 
Du i'équatioii ('i) on lire : 

.__ £_ 

" :ty' 

et en sulistiluanl dans (5), on a, pour déterminer ?/, l'équation 



(7) y'+iy'-l^^'^o, 



équation .du second degré en y=, que l'on sait résoudre; y^ étant 
connu, on en déduira (335) facilement;/; d'ailleurs, puisque s———, 

Ainsi toute la .question est ramenés à résoudre l'équation (7), et, 
en portant successivement les valeurs de ij, racines de celle équa- 
tion (7), dans la relation (8), on aura les valeurs de œ cherchée?. 
Or, l'équation (7) admet en y^ deux valeurs; h chaque valeur de y* 
correspondent trois valeurs différentes de y; ilsemhle donc que l'on 
obtiendra six valeurs pour ai. Or, on démontre en algèbre que l'équa- 
tion, (i) eu X n'admet pour a; que trois racines; il faut donc faire 
voir que le calcul précédent ne fournit pour x que trois valeurs, et 
montrer comment on peut les obtenir. 

Remarquons que, si on change y en — ■—, la valeur de x ne 
change pas, que l'équation (6) ne change pas non plus ; les racines de 
l'équation (6) et par suite de l'équation (7) sont donc telles que si y 
est une quelconque de ces racines, ~ ~ est également une racine. 

K de telle 
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sorte que leur produit soit égal à— ^, et comme à chacune des ra- 

ci lies d'un couple de Taîeurs associées ne correspond pour x qu'une 
seule valeur, on voit que l'on n'obtiendra pour œ que trois valeurs. 
Pour les obtenir, il suffit do partager les six valeurs de y en deux 
groupes tels qu'à ctaque racine du premier groupe correspond «ne 
racine du second et une seule, de telle sorte que le produit des deux 
valeurs associées soit égal à — ^ ; nous dirons que chacun de ces 
groupes est un groupe de valeurs distinctes de y; si l'on substitue les 
valeurs des trois racines de l'un quelconque de ces groupes dans la 
relation (8), on aura les trois valeurs de a;, racines de l'équation ( i). 
Résolvons l'équation (y) en j/' et désignons par A^ et B' les deux 
racines ; on a : 

des six valeurs de ?/ sont : 

A, Aa, Aa^, lî, Db, V-y>, 

A. étant l'une quelconque des racines cubiques de A', B l'une quel- 
conque des racines cubiques de B' (335), 

Je dis que les trois premières valeurs forment un groupe de valeurs 
distitictes. En effet, remarquons que A? et B' étant les deux racines 
de l'équation du second degré {7) en j/', le produit A^B' =:— 1^1 ; 
donc sa racine cubique, c'est-à-dire le produit de l'une quelconque 
des racines cubiques de A^ par l'une quelconque des racines cubi- 
ques de B^, admet nécessairement l'une des trois valeurs 



Si A et li sont des valeurs telles que le produit AB =: — ^, A et lî 
sont dos valeurs associées; si A et Boni pour produit — ^a,Aet 
Ba^ sont deux valeurs associées, car A.B=;2=— ^^.«2=;;— ^nJi^r— ^, 
puisque 3p^i ; enfin, si A et B ont pour produit — ^1^, A et Bh 
sont deux valeurs associées, car on a A.Ba=AB.ï=— ^«^k— — H. 



Il résulte de là que, A étant l'une quelconque des r 
de A', il existe parmi les trois racines cubiques di 
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seiilfl telle qu'elle s'associe avec A de manicre que leur produit soit 
égal à — ^. Appelons B celle des racines cubiques de B' qui s'associe 
avec A; les couples de -valeurs associées sont: 

A et B, A% et Bk«, Aa^ et B^., 

et, par suite, A, An, Aa-, forment ce que nous avons appelé tm 
(/roupe de valeurs distinctes ; dès lors les trois valeurs de ce sout ; 

( '^■-"-^•- 

D'ailleurs, en ycrliî de la formule (8), ces Irois valeurs sont com- 
prises dans ta formule suivante : 

ail le radical cubique peut avoir l'une quelconque de ses trois déter- 
minations. 
Si l'on remarque que, d'après les relations 



les valeurs (lo) de m peuvent s'Écrire : 
/ ai'=A + B 
|i2) ] x" = \,. + Bri 

{ x"' = A^2-i-Bï 

A et B étant deux racines cubiques de A' et de B' dont le produit 
est égal il — ^ . Ces formes (la) de valeurs de x ont été données par 
Cardan. 

La méthode précédenle, qui est due à Hudde, est applicable, que 
les coefficients p et 9 soient ou réels ou imaginaires. Noos allons 
discuter, en supposant maintenant les coefficients réels. 
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337. Discussion dans le cas oii les covfficieuts ^ vt ^ 
réels. Nous distinguerons trois cas. 

> o; les valeurs do A^ et cIg B 



•©■-0y 



réelles; chacune de ces quantités admet une racine cubique réelle et 
une seule (286 et aSS); désignons par A et par B les racines cubiques 
réelles de A^ et de B' ; ces valeurs sont associées, puisqu'à la valeur 

réelle A, correspond la valeur associée — tt également réelle; les 

trois valeurs de x sont donc, en remplaçant a et a^ par leurs valeurs, 

/ I' =A-|-B 

De ces trois valeurs la première est réeile, les deux autres sont 
imaginaires et imaginaires conjuguées, car A — B n'est pas nul, 
sans quoi A* serait égal à B', ce qui est contre l'hypothèse. Donc ; 

Si ron a (M -H (?) > 0, l'équation m^ -\- pœ -{- g = o admet une 

seule racine réelle et deuœ 7-acines imaginaires conjuguées. 

a» Supposons (-1 + (?) =^ o; dans ce cas, les quantités A' ellï^ 

sont égales, leurs racines cubiques réelles A et B sont aussi égales, 
les trois valeurs de x sont réelles, mais œ" et x"' sont égaies entre 

elies; donc: Si l'on a (-) + (^) = o, Véqualionafl -{-px-{~q=o, 
admet une racine simple et une racine double. 

3° Supposons enfin (-) + (^J < o ; dans ce cas, les valeurs 
de A' et de B^ sont imaginaires et imaginaires conjuguées, A et B 
sont également imaginaires, et les valeurs de a; se présentent sous 
formes compliquées d'imaginaires; on sait cependant soil par le 
théorème de RoHe, soit par le théorème de Sturm, que ces valeurs 
sont réelles et distinctes. On peut s'en rendre compte de la manière 
suivante : soit 

a+bi, (Q4-6i>, (a + 6i)n2, 
les trois racines cubiques imaginaires de A*; l'expression imagi- 
naire conjuguée B^ aura (aga) pour racines cubiques 

a — bi, {a — bi)a,, {a—U]%^. 
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Les deux racines cubiques associées A et B devant avoir leur 
produit réel, on Yoit que l'on peut associer les valeurs A ^ » + 6i 
et B ^ a — bi, et par suite les trois valeurs de a) sont ; 

(i3) jœ"=Aa+Bï3=— « + 6V3 

(aj"' = An^+Bï = — (i — 6V3f 

et sont réelles. 

Je dis de plus que ces valeurs sont inégales : en effet, on ne peut 
avoir d'abord : 

M — — «±6v'3, 

cai> on en daduirail ; b= ± aSjï, A= a(i±i\/i), 

et A' = o' (i d: I \/3)' ; or le second membre est réel, le premier est 
imaginaire par hypothèse, donc l'égalité est impossible. Enfin, 
on ne peut pas avoir: 



SVJ= 



+ SV3, 



cor on en déduirait 6 ^ o, ce qui est impossible, attendu qu'on a 
vu qu'une quantilé imaginaire A^ ne peut pas avoir de racine 
cubique réelle (290). 

Donc : Si l'on a (^j + (|) < "* ' ''^Sun^oii x^ + pas + q = o 
a ses trois racines réelles et distinctes. 

338. On voit que, dans ce cas, bien que les formules (la) pré- 
aentenl les racines sous des formes compliquées d'imaginaires, ces 
racioes sont réelles. Ce cas se nomme le cas itréducHble ; car si oo 
veut déterminer algébriquement les quantités réelles a et 6 dont les 
valeurs permettent d'obtenir les valeurs de a) par les formules (i3), 
on est conduit à résoudre des équations du troisième degré de 
même forme que la proposée, ayant leurs iroîs racines réelles et 
dont les valeurs sont, comme les racines de l'équation proposée, 
compliquées d'imaginaires. Si on se propose au contraire de mettre 
les imaginaires A* et B* sous forme trigonométrique et de calculer 
trigonomélriquement leurs racines cubiques, il est très facile de cal- 
culer par logarithmes les trois valeurs de x, et de démontrer que 
ces trois valeurs sont réelles et distinctes. 

339. Calcul (les racines. Prsmiffl-cas.Supposonsf-j +{%) <o, 

c'est lo.cas irrédiictible ; A-' et iî^ sont imaginaires ; en metlant les 
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imaginaires en évidence, ces valeurs peuvent s'écrive : 

Calculons le module et l'argument de A^ ; ce module )■ est donné 
par la formule 

j- est réel, car l'inégalité (~\ + (^j < o exige ji < o ; !■ étant 
connu, l'argument o. sera déterminé par la relation 



" ^-(g 



et, comme dans A? le coefficient de i est positif, on prendra poui 
m l'angle positif moindre que ic qui satisfait à celte équation, il y ei 
a un et un seul. Ou aura donc : 

4> = ,-(C03« + isiu^]. 

Si l'on remarque que B^ et A^ sont imaginaires conjuguées, or 
aura siinultanémerrt : 



On en déduit (284) ; 

A-, l^io, j +.s,n j J 



l «-./ ''r,r.." + ''" I .Vin ' + ''" l 



Rappelons-nous que A étant l'une quelconque des racines cubiques 
de A', nous deïous prendre pour B celle des racines cubiques de B' 
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qui est telle que le produit AB soit réel ; il faut donc o«_ .. -- .. 

de telle sorte que la somme des argumenis de A et de B soit égale 
à un multiple pair de it, c'est-à-dire que 



Il étant UQ nombre e 



Or A et A' étant positifs et moindres que 3, il faut que h soit 
égal à I, et par suite que l'on ait ft' =; 3— ft. Les valeurs associées 
de A et de B sont alors fournies par les relations 

et en donnant à k les valeurs o, i, a, on aura les trois couples de 
valeurs associées ; on voit que ces valeurs associées sont des racines 
imaginaires conjuguées de A^ et de B'. D'ailleurs «j. étant l'une 
quelconque des valeurs de x cherchées, œ^ est la somme des deux 
valeurs associées correspondantes, et on a : 



^.= ^\J- 



M + 2fa 






.=v- 



el l'on voit que ces racines sont toutes les trois réelles. 

En résumé, le calcul numérique des racines est le suivant : on 
calcule l'angle w compris entre o etit et satisfaisant à la relation (i5), 
et on porte celte valeur de u dans les relations (17} qui fournissent 
les trois racines. Comme vérification, la somme des trois racines doit 
Être nulle. 
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340. Il est souvent utile de connaUre l'ordre de giandeur des tro: 
racines ; je dis que l'on a; 

En effet, puisque par hypothèse on a ; 
o < .. < 7:, 
ou endéduiU 



^"^ ^ "' + 'î" ^ 5". 



r- . L'extrémité ^„ de 



Soient, sur le cercle trisouomctriciue {/ig. 101), C, It, E, F, les extré- 
mités des arcs d'origine A, égaux ^^' ~^ t-r i~t ■ 
l'arc ~ csL sur l'arc AC, l'extrémilé 
N de l'arc " "t'*" est sur l'arc DA,' 

et l'estrémité Nj de l'arc "! ■■ ' ■ 
sur l'arc EF ; comme c 
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el, en muilipliaril par la quantité positive 2 v/— -3 1 

La disf.ussion précédente monlre que, l'angle a calculé par la 
formule (i5) n'étant ni o ni re, les trois racines œ^, a;,, X3, sont iné- 
gales. 

341. Beusùiême cas. Supposons (M + (|) > o; les valeurs de 

A' et de B' sont réelles et dislinctes; en désignant par A el par B 
leurs racines cubiques réelles, nous avons vu que les trois racines 
cherchées sont : 

/ j;' = A + B 

1 „ A + B , .A — It , 



(18 



-V3 



la première étant réelle, les deux autres imaginaires conjuguées. 
Proposons-nous de calculer, au moyen des fables de logariilimes, les 
valeurs de A et de B. 

1° Supposons d'abord 5 > o ; dans ces conditions, en faisant sor- 
tir -du radical carré, on ne change pas le signe devant le radical. 
On aura donc : 

»==v/4-v/(l)Mf-v4(-~\/.+| 



(ï). Si l'on a p > o, on pose ; 

1-9' 'l'f=-^ = l^,' 
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et on prend pour (f l'angle posilif, moindre que -, qui satisfait à 
celle relation ; on en déduit; 



|^ = ^K-^^- + '"-')=S/K— e^) 



V COSCf. 



g=-\/ï 



(fi). Si l'on a p < o, on pose : 

(21) s;„2^ = „ill.=_i£l 

' (î\ ^79^' 

ce qui est possible, puisque les valeurs de A et de B sont réelles, et 
on prend pour f l'angle positif, moindre que -, qui satisfait à cette 
relation; on en déduit : 

(7). Si on a eiiTm p^io, on obtient immédia tement, 5 étant positif, 
(jl) A=o, 8 = -^^,. 

■i" Si nous supposons maintenant 5 < o, en faisant sortir - du radi- 
cal carré, le signe de ce radical doit être changé ; les valeurs de A 
et de B s'échangent enlre elles, et on a : 



/ çcos^-t 
, A = - " 



W P>o (.9)' tS^?=::Tb M' 



Cours ild IrigonoiniitriE', 



B= V —r-^ 
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l A = — V/çcosSÏ 
'^ '79^ :. ," ~ 

Supposons enfin l-J +(3) =0- Ce cas 
e la transition entre les deux premiers cas ; 



n peut donc le rattaclier soit au premier, soil au second. 
En lerallachant an premier, ou ai 




? ; 




\/-G)" s/k ' 


■ 1 si ^est posili 
Si l'on a q>o, 


r, H- I si î est négatif. 

on a 00s w = — I, w := JT, et les valeurs des troi 


icines sont : 








(^4) 


., = y-^cos.=-y/-f 


1 


, = .^I|.sï= ^I|. 


i on a î < 0, on 


a cos 01:^+1, w^o, et les valeurs des tro 



l = V 3 :i V 3' 

el, dans un cas comme dans l'autre, l'équation admet une racine 
double ; dans le premier cas, on a œj =r œ^, dans le second ic, =^ œ^. 
Ce fail résulle de la grandeur relative des trois racines 
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on voit que l'équation ne peut avoir de racine double que si la 
racine intermédiaire «3 devient égale à l'une des racines extrêmes x^ 
oax,. 

On démontre en algèbre que, si p et g soûl comme osurables, et 
si l'équation du troisième degré ai^H- paî + 5 =^ o admet une racine 
double, la racine doubl e et la racine simple sont commensurables ; 
il résulte de là que w — ^ doit s'exprimer, dans le cas aolnel, en 
fonction rationnelle de p et de ç. 11 est facile de le vévilier : on a 
en effet, par bypothèse, {— ?) = (-) . d'où en estrajantla racine 
carrée des deux membres et remarquant que p est négatif, 

— ^1 / — 4;^ valeur absolue de^; 

or, dans ce cas \/~ | est la racine double; cette racine double est 

■ôq 
donc i-. 

n> 

Si î est négatif, -|^-|=-2 d'où^~| = |; mais la 
racine double étant alors — \l — ^, celte racine est encore égale à 
i. Ainsi, lorsque (-1 + (1) ~ "' ''^l^ation du troisième de- 
gré (1) admet «ne racine double égale à ~ ^ ; la racine simple est, par 

suite, égale à ~ , puisque la somme des trois racines est nulle. 

3|3. Si on rattache le cas actuel au second cas, la racine double 
et la racin'B simple se présentent sous une autre forme ; en effet, 
dans ce cas, on a : 

et par Kuite, on : 
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Vérifions que la racine double yj - eslWen -\ mulljplions les 

deuï membres de la relation 

(-!)■-(!)' 

par -, et extrayons la racine cubique ; nous aurons ; 

3 V 2~î' 

d'oCi V / - ^ — ; !a racine double est done — — , et la racine 
simple est— . 

g II. — HÉSOLUTIOrj THlGONOMÈTniQUE DE l'équation du TROISIKUE BESHÉ. 

Mfi. Soit 

(i) x3+îts4-5=o, 

une équation du troisième degré à coefficients réels; lorsque les 
racines de celte équation sont réelles, on peut facilement résoudre 

celte équation en la coRiparant à celle qui donne cos -r en fonctioa 

de cos a. 

On sait (3o8) que, si on pose cos ^ = y, j/ satisfait à l'Équation 

W ï>-îs-2Ji'=o, 

et que les racines de cette équation sont données par la formule 

où on donne à ft trois valeurs entières consécutives quelconques. On 
ne peut pas identifier l'équation (i) avec l'équation (2), car la première 
contient deux paramètres arbitraires p et q, tandis que la seconde 
n'en contient qu'un, cosa. Pour rendre l'identification possible, mul- 
tiplions les racines de l'équation (a) par un paramètre arbitraire r, et 
posons: 
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remplaçons y par cette valeur dans révjuation (a), 



(4) 




"•4' 4 - 


s trois raci 


.ties de 


l'équation (4) sont alors 


{5J 




^ .. ^^.0+2ft^ 



Identifions les équations (1) et f4] ; les eoefflcienls des mêmes 
puissances de l'inconime dans ces deux équations doivent être pro- 
portionnels, et comme les eoefflcienls de x^ sont égaux, les coeffi- 
cients de œ doivent être égaux entre eux, ainsi que les termes tout 
connus. On a donc, pour déterminer)- et cos a, les deux équations 



d'où l'on déduit : 

(6) r^ = —^, co.fl — ^. 

345. Pour que l'identification soit possible, p et ç étant réels par 
hypothèse, il faut d'abord que cos a soit réel; il faut donc que »• soit 
réel et par suite que Ton ait p <o; il faut de plus que la yaleur de 
cos a, qui est réelle, soit comprise entre ~ i et -}- 1, ou que son carré 
soit moindre que i; on doit donc avoir : 



.e p est négatif, 



(l)"+(f)" 



condition qui entraîne la première p<o. L'ideotilication est donc 
possible seulement si l'on a -, 



(Sf-ïï 



st-à-dire si l'équation (1) a ses trois n 
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346. Supposons celt* condition remplie; ia première des équa- 
lions (6). donne alors pourr deux valeurs égales et de signes ooalraires; 
je dis qu'on peul toujours supposer r positif. En effelsi on change r en 

— r dans la relation cos ((=^ — ^, la Taleur de cos a change de 

signe sans changer de valeur absolue; si on remplace dans l'équa- 
tion {a) cos a par^ cos a el y par — y, l'équation ne change pas; 
ainsi si on change r en — r, cos a se change en — cos a, y se change 
en ^ — y; et, comme m ^ry,[3. valeur de x n'est pas modiflée. Nous 
prendrons donc : 

(y) .-V4'' 

el nous calculerons l'arc a par la formule 



v/-(0"' 



s par « l'arc posilif, i 



V-l« 



(9) 

en donnant à S les trois valeurs consécutives o, i, a, nous ohlien- 
drons les trois racines, supposées réelles, de l'équation (1); ce sont 
les valeurs déjà obtenues (Sîg), et le calcul numérique est absolu- 
ment le même. 



ilXehcices sur le chapitde ni. 

:'o l'éqiiafioa 

iiil des nombres réels et donnÉs. 

t une racine cubique imaginaire de l'unifé, dé: 

{x + a^)' + {^ + a^^f 
Q déduire la résoluilon de l'équation 
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3. Résoudre l'Équalion 

en posant œ= I/ + 3, i/3 = — p;(iiscuter. 

4. liOsoudrc rfquution 

tgs. t%ici:+cotx = m. 

5. Une aphÈre de rayon R et de deusité d plonge dans un liquide de 
densité d' ; calculer la hautevir de ta calotte de la sphère plongée dans le 
liquide, lorsqu'il j a équilibre. 

6. Résoudre un triangle rectangle, connaissant les deux bissectrices des 
angles aigus; calcul dee angles. 

7. Résoudre un triangle rectangle, connaissant uu côté 6 de l'angle droit 
et la bissectrice p de l'angle B; appliquer en supposant 6 = 3, p = 5. 

8. Résoudre un triangle rectangle, connaissant l'hypoténuse a et la 
somme l^ des carrés des bissectrices des angles aigus; appliquer au cas 
oîia = 3, is^io. 

g. Soit — 7= le rapport des longueurs des bissectrices des angles B 
et C d'un triangle rectangle; calculer tg — 

10. Calculer l'hypoténuse et la hauteur d'un triangle rectangle, con- 
naissant la somme 3a de ces longueurs, et le volume |it63 engendré par 
le triangle en tournant autour de l'hypoténuse; appliquer au cas où 

11. Calculer la hauteur d'un triangle isocèle, connaissant le rayon r de 
l'un des cercles tangents aux trois eûtes, et la surface mr^. 

ta. Calculer le rayon du cercle inscrit dans un triangle en fonctjon des 
distances du centre ans trois sommets; cas où l'on remplace le cercle 
inscrit par un des cercles esinscrils. 

i3. Calculer le rayon du cercle circonscrit à un triangle, connaissant 
les distances a, p, y, du centre aux trois côtés ; discuter. 

i4. Résoudre un triangle, connaissant le périmètre sp, le rayon r du 
cercle inscrit et le rayon R du cercle circonscrit; discuter le problème, 
et déterminer : 1° r élant donné, entre quelles limites doit varier R; 
a^r et R étant donnés, entre quelles limites doit varier p; appliquer autas 

où, le triangle élantisocéle, t-^-|i R^-^^- 

i5. Résoudre un triangle ABC, connaissant l'angle A et les longueurs 
p et y des deux bissectrices des angles B et C; calcul des angles. 

16. Calculer le troisième côté d'un triangle ABC, connaissant les côtés 
a, b et le rayon r d'un cercle tangent aux trois côtés du triangle; appli- 
quer en supposant a^l, 6 = 3, f= 1, 
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r les dimenaionB d'un trapÈzo isocélt; ABCD drconscrip- 
tible à un cercle, connaissant le périmètre ^a de ce trapèze et le ïolume 
TjraSÈ du tronc de cône engendré par ce trapèze en tournant autour de 
la droite qui passe parles milieux des côtés parallèles; discuter; appli- 
neraucasoî.« = i 6=^, 

18. Calculer la hauteur d'un cûne droit, cocnuissant le volume et l'a- 
rête latérale. 

19. Variations de la surface coraprise entre trois arcs de cercle de même 
rajon et de longueur donnée. 
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CHAPITRE IV. 



§ I, Propriétés des racines des équations biiiOtii 
§ II. Polygones réguliers. 



g I. — pROPmÉTÉS DES RACINES DRS ÉQUAIIONS BInOmRS. 

34;. On appelle équation binôme toute éijuaLion de la forme 
(1) .--A=o, 

. où. A est une quantité donnée, réelle ou ima;(inaire, et od m est un 
nombre entier positif. Résoudre cette équation, c'est chercher les 
valeurs réelles ou imaginaires qui, mises à la place de z, vériflent 
l'équation, c'est-i-direles valeurs telles que la m= puissance de cha- 
cune d'elles reproduise A ; les valeurs cherchées sont donc, par dé- 
finition, les racines m" de A. Si on pose : 

r étant essentiellement posilif, on a (a84j : 

et on auia toutes les valeurs de z, en donnant au nombre entiei' S, 
m \aleuia entifies consécutives. 

En paiticuliei, si on considère l'équation hinûmc 

(3) œ'-'-i^o, 

ohtenue en supposant A égal à i, les raciaes auront pour expression 

__ ^fe i_ ■ ■ *^ 
a;— cos~-f-i sm— , 

et, si on donne m, valeurs entières consécutives quelconques à k, on 
aura les m racines. 
La valeur do z fournie par la relation (a) peut s'écrire, 



(4) 
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mbre entier quelconijue; l'expression 

fS fcos î^^i^^4- ! sin îii^l 



a(ft-ft> , . . aift-ft> 



Il donne, h' étant fixe, 



k h, et par suite à ft — le', toutes les valeurs entières possibles, il re- 
présente toutes les racines de l'équation binôme 
(3) ic™-— 1 = 0. 

On voit donc que, pour résoudre l'équation biuôme f i), ii suffit de 
multiplier l'une quelconque des racines m'" de A successivement 
par chacune des m racines de l'équation (3). 

348, L'étude des propriétés des racines de l'équation binôme la 
plus {générale est donc rameaée à l'étude des propriétés des racines 
de l'équation binôme particulière 

On a vu que, a; étant une quelconque dos racines do cette équation, 



et on obtient toutes les racines en donnant m valeurs entières con- 
sécutives quelconques à k, par exemple, les m valeurs 



[S désignons d'une manière générale par a:^ la racine d'argu- 
-, on voit que les m racines seront raprésentéos par 



la première de ces racines est réelle, positive et égale à i ; si m est 
impair, toutes les autres racines sont imaginaires; si m est pair, la 
racine ai^ est réelle, négative et égale i —1, toutes les autres ra- 
cines sont imaginaires (286). 

349. On peut, comme nous l'avons expliqué au n" 285, représenter 
géométriquement cbacuue de ces racines; pour cela considérons un 
cercle de rayon égal à l'unité de longueur (pg. loa) ; marquons i ■ 
diamèlre origine AA.' et l'origine A des arcs ; l'argument d'une quan- 
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t té é II t p t ve étant o, à partir du point A, divisons 1; 

fé parties égales, et 

p I d 1 ces points sont 

1 m m d n polygone ré- 
g 1 dm 6té t les grandeurs 
gé met q OA 0M„ OM^, -., 
OM r é l nt, comme on 



I 



1 




35a, Théorème I. les racines 
imaginaires de l'équation binôme 
r^m^ 1 =0 sont deux à deux eonjtt- 
gtiées et réoipivques. 

Cherchons fa condition pour que 
deux racines imaginaires œ^ et te^, 
soient conjuguées ; il faut et il suffit que la 
soit égale à un multiple de 2ir, c'est-à-dire que T 
iJiK . aft'Tu 

h étant un nombre entier, ou en divisant par aK, 

Or, les racines étant supposées imaginaires, h el k' sont, par hypo- 
thèse, choisis parmi les nombres 1,2,..., m— 1, et sont distincts; la 
somme k+h' est positive et moindre que am; il faut donc faire 
At^i,et par suite les racines œt et a^v sont conjuguées, si on a: 
k+k'=m, ou ft'=m— ft. 

Ainsi,àohacuQedes valeurs de ftcon^espond une valeur de ft' et une 
seuledislinctedeA,exceptési,ffîétantpair, onfaitft:^- ; mais alore 
Ja racine Xm correspondante est réelle et égale à— i. Donc les ra- 
cines imaginaires sont deux à deux conjuguées. 

Ces racines conjuguées sont en même temps réciproques; car leur 
produit œ^ œ^_^ j^ est égal au carré du module, c'est-à-dire à l'unité. 

35i. Théorème II. Le proUttit de deux racines de l'équation bi- 
nôme X"' — 1 = est une racine de la même équation. 

Considérons, en effet, les deux racines 



*s— — h' ■ 



kSk 
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i (278) : 



35a. Corollaire I. Le produit de p racines dislinetes ou non de 
l'équation binôme a;"" — i=;o est une racine de la même équaiion, 

^k,-^ki \~\^i,i-t-....+kj,- 

353. Corollaire H, Le quotient de deux racines de l'équation 
hinôme ce™ — 1 = est racine de la même équation. 

En effet, w^ et a;^, étant deux racines, on a (280) : 

a;^,^ m ' m "~ "-*" 

354. Corolluire III. Toute puissance entière d'une racine de 
l'équation binôme œ'"— 1 = est racine de la même équation. 

Si l'exposant p de la puissance est positif, on a, d'api'Ès le premier 
corollaire, 

Si p est négatif et égal à — q, on a : 

355. nêfluition. On appelle racine primitive de l'équation binôme 
x'"— 1 ^o toute racine œ^ dont l'indice S est premier avec m. 

Si m est premier, toute racine, sauf la racine Xo^=i, est primitiTC ; 
si m n'est pas premier, il y a autant de racines primitives qu'il y a 
de nombres premiers avec m et inférieurs à m. 

356. Théorème 111. Si on élève une racine pnmilive de l'équa- 
tion Mnùme œ™— 1=0 à toutes tes puissances sxtecessives, on reproduit 
périodiquement, dans un certain ordre, toutes les racines de l'équation 
binôine. 

La démonstration repose sur le lemme suivant : 
Lemme. Si, k étant premier avec m, on divise par m les m multiples 
dek, 
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on obtient dans un certain ordre, comme restes, les nombres 

En effet, les rpstcs sont tous inférieurs à m, donc ils se trouvent 
parmi les m nombres o, 1,2, .,.,m — i ; déplus, deux multiples dis- 
tincts da S ne peuvent fournir le même reste ; si en eifel on avait : 
n1i=:mq -\-r 
n'ji^mq'-l-r, 
on en déduirait ; 

or m, puisque q est différent de c/', divise le second membre, donc, 
si l'égalité était possible, m devrait diviser (« — n')ft, et comme il est 
premier avec k, il devrait diviser n—n', ce ijui est impossible, puis- 
que n et n' étaot positifs et moindres que m, leur différence est, à 
fortiori, moindre que m. 

Ainsi, les restes sont tous distincts, au nombre de m, et inférieurs 
à m; ce sont donc les m nombres o, i, 2, ..,,m — i, dans un certain 
ordre. 

357. Démonstration. Ceci posé, soit x^ une racine primitive de 
l'équation binôme a^ — 1 = 0, c'est-à-dire une racine telle que son 
indice h soil premier avec m. Élevons d'abord cette racine aux 
puissances successives o, i, a, , m— i; nous obtiendrons les 

a^oA, ajifl-, œ<ii„ a^jm-i)/; 

dont (es arsumeiits sont 



soit a;^ une de ces racines ; pour obtenir celui des arguments de 
cette racine qui est compris entre et ait, il faut de l'arc correspon- 
dant retrancher an autant de fois que possible, ce qui revient 

à diviser aji/w par ■iinr., et par suite nk par m ; supposons qu'on ait 
nk^mq-i-r, on en déduit ; 



et la racine correspondante a pour argument moindre que m, ■ — -, 
et a pour indice r. Ainsi le numéro d'ordre de la racine considérée «,^,^ 
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est égal au reste de la division par m du nombre nA; or, ft étant pre- 
mier avec m, endivisantparmlesmindices 
ok, ik, îft,.., (m 



■i]k, 

on obtient, d'après le lemme, les m nombres o, i , 2..., m 
certain ordre; par suite en élevant œ^. aux puissances o. 
on obtient dans an certaia ordre toutes les racines 



I, dar 



œ„ 



W-i, 



de l'équation proposée. 

D'ailleurs, si on élèvo Sj^ a.ux puissances suivantes, m, m-\- i, 
m-]-2,etc,, on obtient des argumeuls qui diffèreat des premiers argu- 
ments correspondants d'un nombre entier de fois ait, et par suite on 
reproduit périodiquement, et toujours dans le même ordre, les m 
racines de l'équation proposée. 

358. Remarque. Les résultats précédents s'interprètent géo- 
métriquement d'une façon très simple. Considérons le cercle Irigo- 
nomélrique {fig. jo3),et su.r ce cercle les m points A, M,, M,...,M,„_i, 
qui correspondent auï m racines (349), Elever la racine œ^ aux puis- 
sances successives o, r,a , revient à considérer successivement les 

racines, le^, iCjj,, œ^, etc., c'est-à-dire à joindre de ft en fc les som- 
mets du polygone régulier considéré, en partant du point A ; les 
nombres de divisions parcourues 
sont les différents multiples de k, et 
pour avoir le numéro d'ordre du 
sommet auquel on arrive à un mo- 
ment quelconque, iî suffit de re- 
trancber du nombre total de divi- 
sions parcourues, m autant de fois 
que possible; ce numéro d'ordre est 
donc le reste de la division par m du 
nombre de divisions parcourues. Sift 
estpremieravec ra, on passe par tous 
les sommets avant de revenir au 
point initial A ; on reproduit donc 
es, et on forme un polygone régulier 
en particulier, si on joint de 1 en 1, 
-acine x„ on forme le polygone cou- 




successivement toutes les racii 
de m sommels, étoile ou non 
c'est-à-dire si on considère la 
vexe de m côtés. 

s premier 



avanl d'à 






on reviendra au point de départ 

tous les sommets, et si d est le plus grand 

in obtiendra un polygone régulier 
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de -V sommets ; si donc k n'est pas prcmiai' avec m, en élevant Xj^ s. 
loutss les puissances successives, on ne reproduit que -^ raciaes 

de l'êqualioii binôme proposée. 

Ce dernier fait se démontre Irigonométriquement d'une façou très 
simple (Théor. IV). 

359. Vhéorfeme IV. Si o« êlève à loutes les puissances successives 
une racine non primitive ie^ de téquation binôme 

on ne reproduit que -7 des racines de l'équation binôme proposée, 

d étant leplus grand commun diviseur entre m et k. 

Par hypotlièse, a;^ n'étant pas racine primitive de l'équation pro- 
posée, S n'est pas premier avec m; si ri esl le plus grand c 
diviseur entre m et A, on peut poser: 

m = dm', k ^= dk', 



et les nombres m' et k' sont premiers entre eux. 


Dès lors, on a: 


a!i, = cos— + %sin — = c05-^^-\-\ 


■sinî^ 
dm' ' 


ou, en simplifiant : 




.. = .0,^ + ..^. 




On voit, sous cette forme, que w^ esl la rac, 
binôme 


iue !/,,, de l'équation 



et, comme h' est premier avec m', en élevant le,^ ou y^ a. toutes les 
puissances successives, on reproduit périodiquemenL, dans un cer- 
tain ordre, d'après le théorème précédent, les m' racines de l'équa- 
tion {%] et on n'en reproduit pas d'autres ; on ne reproduit donc que 

—■ valeurs; d'ailleurs chaque racine de l'équation (2) est racine de 

l'équation proposée ; car, par exemple, 

2AîU_^ 

3flo. CwFollairc I. Toute racine non piimitlve d'une équatio: 
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udme est radns primitive d'une équation binôme dont le degré est un 

sous-multiple du degré de l'équation proposée. 

36i. Corollaire II. Une racine pHmilive d'une équation binôme 
ne peut être racine d'aucune équation binôme de degré moindre. 

Ea effet, si œ^ racine primitive de réf[uatioii binôme x"' — i=o 
pouvait ôlre racine d'une équation binSme de degré p moindre que 
m, en élevant cette racine à toutes les puissances successives, on ne 
reproduirait, au plus, que p racines de l'équation œ'" — i=o et 
non m. 

362. Théorème V. la somme des puissances semblables des ra- 
cines de l'équation binôme œ"* — i ^^o est nulle, eaicepté lorsque Vex- 
posant de la puissance est un multiple de m; dans ce dernier cas la 
somme est égale à m. 

Nous nous proposons de calculer la somme S,,des puissancesp" des 
racines de l'équation binôme ; or a;, étant une racine primitive, les 
différentes racines peuvent être représentées (356) par 



on a donc : 

^s:f-i-xl^+x?+ +4"'"''''; 

si p n'est pas multiple de in, itf n'est pas égal ài, et Sj, est la somme 
de m quantités en progression géométrique de raison x^,; on a, par 



Comme p n'est pas multiple de m, ij est différent de i, le déno- 
minateur n'est pas nul, d'ailleurs a;,"^' = (x^'^y = i ; donc Sj^ o. 

Si p est multiple de m, ï|'= i, chaque terme de la somme Sp est 
égal à I, et par suite S^ = m. 

363. TliÉorèiae "VI. Les racines communes à deux équations 
binômes 

(.) ^~,=o, (î) i/"-i=o, 

sont les racines de l'équation binôme 

(3) •<-, = o, 

d désignant le plus grand cummun diviseur entre m et n. 

Je dis d'abord que si m et n sont premiers entre eux, les deuï 
équations (i) et (a) n'ont pas de racine commune autre que l'unité. 
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Eu effet, pour que deux raciaes de ces deux équations 



soient égales, il faut, comme chacun des arguments est mi 
que 21:, que ces arguments soient égaux, et par suite que l'o: 



hv—k'm. 

Or m divise ie second membre ; il devrait diviser, ftu, et comme il 
est premier avtc n, il deirait diviser k, ce qui est impossible, puis- 
que par hypothèse k est plus petit que m ; donc les racines x^ et j/^, 
sont distinctes, — H faut remarquer que la démonstration précédente 
suppose que h et ft' ne sont pas nuls, c'est-à-dire que aî^et^ji' "^ 
sont pas égaux à i. 

Supposons, en second lieu, que m et n ne soient pas premiers 
entre eux ; soit d leur plus grand commun diviseur, et posons : 









m' et n' élant premiers entre eus. Pour que la racine œ^ do l'équa- 
lion (i) soit égale k la racine y^, de l'équation (2}, il faut, comme les 

arguments sontmoindres que ait, quel'on ait — = , ou Sn=ft'«i. 

Remplaçant m et n par leurs valeurs, et divisant par d, on devra 
avoir : 

hn' = kV; 

m' étant premier avecn' et divisant foi', devra diviser k; on devra 
avoir, k étant un nombre entier, k = m'h, et par suite k' ;= n'h; ainsi 
les indices k et k' devront être des équimultiples de m' et de n' ; on 



= ï/,,- 



n'hr. , 



;:+ï 






— cos— 3 — l-isin~=;î, , 

;,_ étant la racine d'indîco h de l'équation (3). Ainsi toute ru 
e aus équations (1) et (a) est racine-de l'équation (3). 
Cours de trigonométrie. 22 
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Réciproquement, toute racine j;^^ de l'équation (3) est n 
nuae aux équations (i) et (2) ; car on a identique m eut ; 



- + ï: 



Donc les racines communes auK équations (i) et (2) sont toutes 
les racines de l'équation (3), et celles-là seulement. 

364. Théoi-èmB VII. Si les nombres m et n sont premiers entre 
eux, en multipliant suœessiveTnent les m racines de l'équation binôme 

(,) 3î-_,=0 

par ehacime des n racines de l'équation binôme 

on obtient les mn racines de l'équation bittome 

(3) z^o-i^o. 

Jo dis d'abord que, quels que soient n 



on multiplie 
œ^ de l'équation (i) par «ne racine j/^, de l'équation (i) 
obtient une racine de l'équatioa (3); on a en effet : 






Je dis en second lieu que, si m et n sont p 
inuitipliant successivement chacune des racines de l'équation {i)pîi-r 
chacune des racines de l'équaiion {%}, on obtient toutes les racines de 
l'équation. (3). Par ces multiplications, on obtient mn valeurs, c'esl- 
à-dire r/at racines de l'équation (3) ; pour prouver qu'on les a toutes, 
il suSQf. de démontrer que deux racines obtenues £(.„ ^ ^^ et s,^^ . ^.^^ 
où l'on n'a pas simultanément ft ^hetk'^h', sont distinctes. Pour 
que ces racines fussent égales, il faudrait que la différence de leurs 
arguments fût égale à un multiple de 21T, c'est-à-dire que l'on eût : 



9.{hn + k'm)^ 



W'm-+ 



mU 



= ai7t, 



étant entier, "ou 



(K.)»+(i'-),> 
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Or, m divisant le second membre et le second teime du premier 
membre, deïrait diviser (ft — h)n et comme il est premier arec n, 
il devrait diviser ft—ft; si K est dilïerent de h cfci est impossible, 
puisque fe et A étant momdies que m, leur diffeience est à for- 
tiori moindre que m. Si ft^A, la relation préo-denle se réduit à 
k' ~h'=:lH, et comme ft' est JiHérent de h il faudiaitque n divisât 
h' — k', ce qui est impossible, puisque 1 et A sont moindres que n. 
Uonc, en multipliant chacune des racmes de 1 équation (i) par 
chacune des racines de l'ÉqmtioQ (2), on oblient toutes les racines 
de l'équation (3) une fois et une fois seulement 

365. Vhéarème TlII. 5s les nomfcies m et n sont premiers entre 
eum, en multipliant succes'<i' irnent tkacune des iacmes primitives de 
l'équation 

(l) 3^™-,=o 

par chacune des racines primitives de réquûtion 

{2] r - 1 = o, 

611 obtient (oufes les racines primitives de l'équation 

Je dis d'abord que si on multiplie une racine primitive ic^ de l'é- 
quation (i) par une racine primilive 3/1^ deréqualion(2),larftcine cor- 
respondante ï^ ^ ^^^ de l'équation (3) est primitive, ou que son indice 
kn-\-k'm est premier avec rmi. Supposons en effet que kn+ k'm et 
mn aient un facteur premier commun ; ce fadeur divisant le pro- 
duit mn diviserait un des facteurs, m par exemple ; divisant m et 
hn+ ft'ïB, il diviserait kn; et comme il est premier avec n, puisque 
m et n sont premiers entre eux, il devrait diviser k; k el m admet- 
traient donc un diviseur commun, et la racine (E^ne serait pas pri- 
mitive, ce qui est contre l'hypothèse. 

En second lieu, je dis que si on multiplie une racine non primi- 
tive x^ par une racine primitive ou non y^, , la racine correspondante 
ï^^^^^ n'est pas primitive. En effet ft et m n'étant pas premiers entre 
eui par hypothèse, admettent un facteur 
ce facteur k, divisant ft et m, divise aussi 
leursmw, donc fol -[-ft'm n'est pas premier avec mn et la racine 2^„ . j,,,, 
n'est pas primilive. 

Ceci posé, le théorème précédent a montré que, m et n étant pre- 
miers entre eux, si on raulliplie successivement les m racines de 
l'équation (i) par chacune des !i racines de l'équation (a), on obtient 
toutes les racines de l'équation (3), une fois et une fois seulement ; 
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parmi les racines ainsi obtenues se trouvent toutes les racines pri- 
initives de l'éqnatioQ (3) ; ov, d'après ce qoi précède, les racines 
primilives de l'équation (3) ne peuvent provenir que de la multipli- 
cation d'une racine primitive de l'équation (i) par une racine primi- 
tiïe de l'équation (a); donc, en multipliant successivemetd chacune 
des racines primitives de l'équation (i) par tliacune des racines pri- 
mitives de l'équation (s), on n'oLtient que des racines primitives de 
l'équation (3), el on les obtient toutes. 

366. Bemntqne. Les deux tliéoTèmes précédents peuvent se géné- 
raliser pour un nomltre quelconque d'équations binômes, pourvu que 
leurs exposants soient premiers entre eux deux à deux. 

36?. CoFollaireï. Si m et n sont deutc nombres entiers premiers entre 
euœ, le nombre des racines primitives de réquation a"*" — i ^o est le 
produit du nombre des racines primitives dK l' équation x™ — i^=o, 
par le nombre des racines prîmitioes de l'équation ^" — 1 = 0, 

368. Si on remarque que le nombre des racines primitives d'une 
équiition binôme af" — 1=0 est égal au nombre des nombres pre- 
miers avec m el inférieurs à m, on est conduit au Ihéorème d'arith- 
métique suivant : 

CoroUaii-e II. Si on désigne par if{m) le nombre des nombres 
premiei-s aiiee m et inférieurs à m, et si m et n sont deux nombres pre- 

fimn) = fim)X'?in). 

Plus généralement : Si, m, n, p, ,.., r, sont des nombres premiers 

entre euœ deux à deux, et si ç (m) désigne te nombre des nombres pre- 

Viinup r)=<fim)X'p[n)X9{p)x f{r). 

369. Blétbode pour résontlre nue éqsiatloai biiiSm<^. Les 

Ihéorèmes précédents permettent de ramener la résolution d'une 
équation binôme à la résolution de plusieurs équations binômes 
dont les exposants sont premiers entre eus deux à deux, el même 
h la rechercbe d'nne racine primitive de chacune de ces équations. 
Considérons, en effet, l'équation binôme 

(,) «--.=», 

et supposons que l'exposant m étant décomposé en facteurs pre- 
miers, on ait : 

(?) m=«-6'a' l\ 

Pour.rcsoudre l'équation (i), on considérera les équations binômes 
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leurs exposants sont pi-emiers entre eus deux à deux ; on prendra 
une racine primilive de chacune d'elles, et on fera le produit de ces 
racines; on obtiendra (365) une racine primilive de l'équation 



en élevant cette racine primitive à toutes les puissances o, i, 2, ..., 

m — I, on obtiendra (356) toutes les racines de l'équation proposée. 

37». Nombre des racines primltiTes «l'uoe éqnutlo» Ilinfime. 

1" Supposons que l'esposant soit une puissance d'un facteur premier, 
et soit l'équation 

où a est un Jiombre premier. On sait que toute racine non primi- 
tive de cette équation est racine d'une équation binôme de degré 
sous-multiple de a", c'est-à-dire de l'une des équations 



et que toute racine primitive de l'équation (1) n'est pas racine d'une 
équation de degré moindre. D'ailleurs toutes les racines de l'uno 
quelconque des équations (a) sont racines de l'équation 

(3) „«— '_.,=o, 

et toute racine de cette dernière équation est racine de l'équation (1). 
L'équation (3) admet donc comme racines toutes les racines non 
primitives de l'équation (i) et celles-là seulement; l'équalion (i) 
admet en tout a' racines, elle en admet a"~ non primitives; donc 



e nombre de ses racines primitives est a 



-i-î)- 



Si a (m) désigne le nombre des racines primitives de l'équation 
binôme œ"'— i=:o, c'est-à-dire le nombre des nombres premiers 
avec m et inférieurs à m, on a donc : 

2" Supposons l'exposant quelconque ; soit 

i'équation binôme consiilcrée, et supposons qu'en décomposant m 
en facteurs premiers, on ail : 
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Le nombre des racines primitives do l'êquatLon (i) élant le pro- 
duit des nombres «ies racines primitives de cliacune des équations 
binômes 

(1) r--i=». >"-.=o ,,"-,_o, 

le nombre ç (m) est donné par la formule 



''(-3(- 



c'est la formule établie en arithmétique pour le calcul da nombre des 
nombres premiers avec m et inférieurs à m. 



§ II. — Polygones régl-liers. 

371. Oti sait que, si on divise mie circonférence eu jh parties éga- 
les, et si l'on joint de ft en ft les points de division, on obtient, lors- 
que S est premier avec m, un polygone régulier inscrit de m côtés, 
et, lorsque m et t admettent un plus grand commun diviseur d dif- 
férent de l'uuité, un polygone régulier inscrit de ^ côtés seulement, 

(Cours de géométrie élémentaire, n"' 341 et suivants.) 

On soit encore que, si on joint les points de divisions d'abord de k 
en h, puis dem — ft en m — k, en parlant du même sommet initial, 
on obtient le même polygone; seulement les sommets successifs de 
ce polygone sont rencontrés dans le second cas en ordre inverse du 
premier. Il résulte de là que le nombre des polygones réguliers dem 
côtés est égal au nombre des nombres premiers avec m et inférieurs 
à la moitié do m, ou, ce qui revient au même, à la moitié du nom- 
bre des nombres premiers avec m et inférieurs à m, c'est-à-dire à 

If w- 

Si, par exemple, on do 



on voit qu'il y a : 

un triangle éguilatirat, correspondant k k^i, 
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deiHB pentagones réguliers, coTtesponda.nl à k^i, et i=ra, 
un hexagone régulier, — ft= i, 

deux octogones réguliers, — k=i, et A^3, 

deux décagones réguliers, — ft=", et ft = 3, 

deuD! dodécagones réguliers, — ft=i, et S=r:5, 

37a. Nous allons montrer que la détermination des côtés des poly- 
gones réguliers de m côtés se rattache à la théorie des équations 
binômes. Prenons pour unité de longueur le rayon de la circon- 
férence considérée et désignons par 2 le côté du polygone régu- 
lier de m sommets inscrit dans celte circonférence, oblenu en par- 
tageant la circonférence en m parties égales et en joignant les points 
de division de k en k, le nombre k étant supposé premier avec m. 

Cecôtésous-tend un arc égal h' — ; il est par suite le double du 
sinus de l'arc moitié, cl on a ; 



zl=»i,.S^V^=s/- 



Or, cos — est la partie réelle de la racine primitive x^ de l'équa- 
tion binôme aj"' — i=:;o; on yoit donc ijuc la détermination des 
côtés des polygones réguliers de m 
des racines primitives de l'équatior 



373. On peut former, quel quesoit m, une équation dont les racines 
sont les carrés des côtés des différents polygones réguliers de m côtés. 
En effet, supposons que l'on ait débarrassé l'équation binôme 



de toutes ses racines non primitives; on aura formé une équa- 

dont les racines sont les racines primitives de l'équation (i). Celte 
équation (2} qui est d'un degré égal au nombre des nombres pre- 
miers avec m et moindres que m, nombre que nous avons appelé 
ç (m), est réciproque ; en effet, à une racine primitive œ^ de l'équa- 
lion {]) correspond une autre racine primitive œ^_ ^^ de la nifiine 
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équation, eL cette dernière racine est égale à — (35ij) ; donc à une 

racine as^^ de l'éqnalion [i) correspond la racine — de la mÈme éqim- 
lion, et cette équation (a) est réciproque. 

Transformons cette équation réciproque en une équation do degré 
moitié en posant 

iious Formerons ainsi unecqualîon 

(3) f{y)^o, 

de degré égal h -^[m). Les racines de cotte derniôre éqiwHon sont 

les valeurs de acos — qui entrent dans les valeurs des eûtes des 
polygones réguliers de m cStés donnés par la formule 



K^sf- 



On obtiendra toutes les valeurs de j/^ en remplaçant successive- 
ment ft parchacuo des nombres entiers premiers avec m et moindres 
que la moitié de m. 

Cela posé, si on transforme l'équalion (3) en posant 
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on forme une éqit;Uioii en u, de degré - ç(m), dont les racines sont 
les carrés des diverses valeui-s de Z„',i c'esl-à-dire les carrés des côtés 
des divers polygones i-éfjuliei'S de m côlés. 
374. Remarque 1. S* m est pair, ~ étant impair, Véquaiion 

(3) f(!/i = o, 

ton'esponduiU A l'équation binàrne 

(Si telle que les valeurs absolues de ses racines sont tes côtés des poly- 
gones réguliers de m côtés. 

Observons d'abord qiie — éfaot impair, les nombres 2 et — sont 

premiers entre eux, et que, par conséquent, (368), on a ; 

il en T^snlte que le nombre des polygones réguliers de m côtés 
est -!p( — j, et est ainsi égal au degré de l'équation (3}. 

Soit k un nombre premier avec m; ce nombre est impair, et il 
est premier avec — ■ Le c6lé du polygone régalier de m côtés qui 
correspond à ce nombre k est donné par la formule 

dans laquelle on peut remplacer sin — soit par 






J (?+')' 
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Les nombres — et ft étant tous douï impairs, les nombres S, 

— -{-h sont pairs tous les deux; de plus, des deux nombres entiers 

-I }[\, -I — \-k\, l'un est pair, l'autre est impair, car ia 

somme de ces deux nombres, —, est impaire par hypolhèse. 

Ceci posé, si c'est - (- S] qui est pair, on pose 

Le nomtre entier h est premier avec —, car si un nombre entier, 
autre que i, divisait — et h, il diviserait k, et les nombres — et ft ne 
seraient pas premiers entre eux; de plus le nombre A est inférieui' 
à 1-. Or, -(- — k) étant éeal h a/i, on a ; 



et, puisque k est premier avec — et moindre que — , y^est une 
des racines de l'équation (3) correspoodant à l'équation biniime du 
degré -■ 
Si c'est -( — [-7rJ qui esl pair, on pose : 

on reconaalt encore aisément que le nombre h' est premier avec — 
et qu'il est moindre que — - 
On a dans ce cas ; 



, étant encore l'une des racines de l'équation (i). — Donc, le côté 
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(le l'un quelconque des polygones réguliers de m côlés, m étant 
pair et ~ étant impair, est égal à la valeur absolue de l'une des 
racines de l'équation (3). Comme d'ailleurs le degré de cette équa- 
tion est égal au nombre de ces polygones, la réciproque est vraie, 
et par suite le fait énoncé est démontré. 

375. Si m étant'pair, — était aussi pair, les nombres —^Ii 
et — \-k seraient tous les deux impairs, et par suite la transfor- 
mation de l'expression sin — en une autre de la forme ±cos-^ 

ne serait plus possible; on ne pourrait pas davantage transformer 
sin — en une expression de la forme d: sin — ; donc, dans ce cas, 

la recherche des côtés des polygones réguliers de m eûtes ae se 
rattache pas ainsi il la résolution d'une équation binôme de degré — ■ 

37G£^^lé!td qpélqp 11 

1 l m t 1 ôlé d p ly ég I d ôté I 

t q d m mp mb d bl p I 

f m 1 pi q é 373 éq ] 

p 1 é d et h h 

S t d bl p et d bl p p t 

pé 1 ! êm f m b ég I II 1 1 

t 1 m i d 374 f léq t ^ 1 t 

Iqtbd ddé-t pdl 1 bl d 

d It q I I 11 t 1 ité I 

p Ijg é I d ôte 

Î77 B m « Il '> 1 1 1 I é I 1 1 m 1 1 âté d 

I lyg ^g I d flté p t déd Igéb 1 m t 

1 Ué d p 13g ég 1 d m dté II y 1 

d f I q 1 P P 

m Imp T l mb p m t p 

p 1 b p là 1 q 

p t I 11 t 1 I I p f 1 

Il b 1 m t f à 1 m t 

i I f tp i d 1 11 1 ( 
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Cela posé, soit k un nombre premier avec m et inférieur à m; 
le nomhi-e m — k est aussi premier avec m et inférieur ù, m; 
mais, de ces deux nombres dont la somme est le nombre impair m, 
l'un est pair, l'autre est impair, et, par suite, un et un seul est premier 
avec am, A ces deux nombres, ft et m — k, correspond un seul poly- 
gone régulier de m côtés dont le côté peut être indistinctement 
représenté par Z" ou par Z^"*; ^ ces mêmes nombres correspond 
aussi un seul polygone régulier de ara cOléa, et le cûté de ce poly- 
gone est Z^ si k est impair, tandis qu'il est Z^ si k est pair. 
Oa voit donc qu'à cbaque polygone régulier de m eûtes, quand m est 
impair, s'associe un polygone régulier de am côtés et un seul. On 
peut toujours supposer le nombre k moindre que la moitié de nt; 
de cette façon, des deux arcs —, ^t . f ~ ''" sous-tendus par le 
côté Zm' 1^ premier est inférieur et le second supérieur h une demi- 
circonférence. Cela étant, on reconnaît aisément que l'on a, si k 
est impair, 



(zL)'-»-v'<-K)'. 



(z;r')'="+\/4-(zl)'- 

an m patr. Dans ce cas, tout nombre premier avec am est premier 
avec m, et réciproquement. L en résulte que poar former la suite 
des nombres premiers avec ani et intérieurs à la moitié de am, il 
faut prendi'O la suite complète des nombres premiers avec m et 
moindres que m. 

Cela posé, soit k un nombre premier avec m et moindre que m ; 
le nombre m — k est aussi premier avec m et moindre que m. A ces 
deux nombres correspond un seul polygone de ra côtés, et le cûté 
de ce polygone peut être indistinctement représenté par Z,„) oi* 
par Z''â~ ' ! mais à ces deux nombres correspondent deux polygones 
réguliers de o,m côlés dont les côtés sont représentés par Z^ et par 
Z'^". On Toit donc qu'à chaque polygone régulier de m eûtes 
s'associent, quand m est pair, deux polygones réguliers de am côtés. 
SI l'on suppose encore le nombre k inférieur à la moitié de m, ce 
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qui est loujoui's permis, on reconnait aisément que l'on a : 

(z;:.)"=»-v/i-(z..)'. 

et 

(z:,r')'=H- v/4-(z:j'- 

Nous allons applii^ner ces procédés de calcul à la détermiiialiou 
des côtés des polygones réguliers dont le nombre des eûtes est un 
des nomlires 

!!, C; 4; 5, lo; 8: u.; i5, :io. 

JyS. Trincigli: t-iiiiiBiitéritl «t Stesagoiie régnlîep. Oq fait 

m^'i; réqiialion biuùme 
(,) a?-,^o 

n'a qu'une racine non primitive qui est la racine i ; l'équation qui a 
pour racines les racines primitives de l'équation [i) esL donc l'équa- 



Eli posant 
on forme l'équalioii 



1 obtient l'éqaation 



379, D'après la remarque (374), le côté de Vkeœagone régulier est 
la valeur absolue de la racine de l'équalion (3J, racine qui est égale 
à — i ; donc 
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38o, On arrive au même résultai en appliquant la remarque (877). 
D'après cette remarque, le côté de l'hesagone régulier se déduit 
du côté du triangle équilatéral par la formule 



(z;y'=>-v'<-(z;r' 

ce qui donne : 

(z;)'=.-.=., 

d'où 

38i. Carré. Onfaitm^^, on aréquatiou binôniG 

diinL les l'aoiiies non primitivos sont les racines dei'Équation 

Les racines prmUivts de l'équation (1) sont lionc les racines dE 
l'équation 

(^î F(*)= j£^.= ai2+i = o. 

En posant 

on forme l'équation 

(3) fW^Ï=o, 
et en posant 

on oblient l'équalion 

(4) u=2. 
Donc 

382. Ventagoues réguliers et décagoues i-égulivrs. On fiii 
«1^5, on a l'équalion biiiOme 
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rfont la seule racino nonprmitive est la racine de réc£ualîon 

Les racines primitives de l'équaliou (i) sont donc les racines de 
l'équation 

(a) F(»)= ^^ = «* + œ^ + œ5+œ + i=o. 

En posant 

on forme t'éqiialion 

(3) ny) = y^ + 'j-i=o, 
et en posant 

ou formo l'érjUtitiOTi 

(4) tt._5M + 5 = o, 
dont les racines sont 

s-ys ,, s+yi 



Ces racines sont les carrfis do A et de Zj. Comme d'ailleurs Zj est 
moindre que Zg, on a : 

ZS^^V'o-Wâ, et z'^^v'io + aVS- 

383. D'aprÈs la remarque (374), les côtés des décagones réyuliejs 
sont les valeurs absolues des racines de l'équation 

(3) /'{!/>^!/^-f.!/-i=o; 

ces racines sont ; 
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384, On arrive aux inÈnies résultats en appliquant la remarque 
dn n" 3yy. D'après cette remarque, les côtés des deux décagones 
réguliers se déduisent des côtés des deux pentagones réguliers par 
les formules 

(z.'J^'-V'MSf 

(z.'.)'=»+\/Mzyi 

i^e qui donne : 
d'oh 



{Zu,)-^{3 + V5)-i(V5+.), 



Zl=--Â\'à+'. 



385. ©ctogonch W?giB!î<?i-s. On fait m=^S, et i 



Les sous-muUiples de 8 élant i, a, 4, les racines non frimitives de 
l'équation (i) sojit les racines des équa.tijns binômes 



)u, puisque les racines des deux prenuières sont racines de la troi- 
iième, les racines de l'équation 



■.s prirnUkes de l'équalion (i) sont donc les r 
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■fiqualioil 




(^) 


*= — I 


lin posant 





(31 




fi'j)=y^-^=o; 


e[i posant 




!/ = »"», 


011 olitienl 


l'équation 




M) 




«■-j» + i = o. 


dont les ra 


,cin8> sont 






>- 


-Vï, el » + N'ï. 



C(immeZ( 8st infmeuràZji on n, : 

Zl=\/2~\/-£, et Zg=V'* + V'^- 

336. On aurait pu, d'après ia remarque du n" 377, déduîie les 
côtés des deuï octogones réguliers du côledirciirré que l'on sait 
égal à V'ï (38i). On a en .effst : 



(z;)'=«-\/4-(z;)%.-vs, 



z;=v',.-v:. 



{z3'=»+V'''-(z;)'=''+^». 



z:=v»+vi 

337. UodÉcagoDes régalierH. On fait f. 
Cours de trigonométrie. 
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tion binôme 

Les sous-muUiplcs de 12 éliint i, 2, 3, 4, 6, les racines ïionprimi- 
tives de l'équation {s) sont les racines des équations 

Les racines des deux premières sont racines de la quatrième, les 
racines de la troisième sont racines de la cinquième; nous 11'a.vona 
dotic à considérer que les deux dernières équations; celles-ci ont 
deux racines communes -I- i et — i, et n'en ont pas d'autre; donc 
les racines non primitives de l'équation (1) sont les racines do 
l'équation 



(x-^~i) 



^{a:i~\-i){œ^-i) 



11 en résulte que l'équation dont les racines sont les n 
tives de l'équation (i) est l'équation 



{a) F{a.> = 



■{œ-^+i){œ'-t} 



Eli posanf 

on obtient l'équatioo eu y 
et en posant 

on forme l'équation en u 

(4) „=_4u+i = o 

dont les racines 

:i±V3 
sont les carrés des côtés des deus dodécagones. 

Comme d'ailleurs Z|j est moindre que Z,j! on a : 

Zl=\/^~\/h et Zfa = V^ + Y3- 
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388. On aurait pu, d'aprÈs la remarque du n" 377, déduire les 
côtés des deux dodécagones réguliers du côté de l'hexagone régulier 
que l'on sait égal à I, (379). On a en effet : 






(zrJ=-+\/4~(z:)'=- + V5, 



Zia = v'a + V3. 

3Eç). PcDtédécDgones régiiliers et polTSonea régiili«ra de 
10 côtés. On fail m = i5, on a l'équation hinôme 



Les sous-multiples de i5 étant i, 3, 5, les racines non primilives 
de l'équalion (i) sont les racines des équatious binômes 



comme ces équations, prises deux à deui, onl une racine commune 
4- 1, et n'en ont pas d'autre,"- les racines non primitives de l'équa- 
lion (i) sont les racines de l'équation 

Il suit de là que les racines prirnitives de l'équation (i) sont les 
racines de l'équation 

En posant 

» = «+;. 

on Torme l'équation 
(3) f{,j) ^,/-y^~ iy^ -[-iy+i = o. 

Enfin, en remplaçant dans celte dernière équation y par 2 — u. 
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on formé l'équalioci 

dont les racines sont les carres des côtés des quatre pciitédéca- 
gones réguliers. 

Résolvons cette équalion par !a luéthode de Ferrari. A cet effets 
melfons-la sous la forme 

et disposons de ). de façon que 

(,.,-|)...-(7X-8)„+X.-, 
soil un carré. La condîlion est 

8),3 — 5GX=+io4X~57=:o. 
Or, cette équation du 3" degré en ). admet la racine commensu- 
fable -. Donc, en remplaçant, i par- dans l'équation (5), nous met- 
trons l'équalion (4} sous la formé 

(„._7„ + 3)._5(«-,)'=., 

[2„J_(7_Vs)„+3-V5][a»'-(7+VÎ)« + 3+\'s]=o- 

De cette façon la résolution' de l'équation (4) est ramenée à la 
résolution des deux équations du second degré (a) et (P) 

(.) rf-(7-V5)» + 3-VÏ = o, 

(B »i.>-(7+V5)«+3+Vs=o. 
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Les racines de la première sont : 



«>j[7-V5-V3o-,6y5], «:^5[7-\'S+VJo-6V5]', 
les racines de la seconde sont 

«;=j[7 + VS-V3o + (iV5], «;=l[7+v'5+V3o+6vs]- 

De ces quatre racines, il est cvidenl que la plus petite est v^, et que 
la plus grande est ".■Si l'on compare les deux autres, w^ et w., en 
écrivant que l'une des deux est inférieure à i'aulre, on reconnaît 
facilement que c'est u qui est la plus pelite, de sorte que l'on a : 

D'autre paK les cfités Z'5, Zi^Z,;. Z/,, des quatre penlédécagones 
étant, aussi rangés par ordre do grandeurs croissantes, on a : 



Z.'.=;0-V5~v'3o-«V5 

Z,',=5y/7-V5 + V3o-»V5 

z,',=jy/7+V5+V3o+<ivS- 

En appliquanUa transformation connue 



^/i^îi..-V' *+f'- -J±v' *--^f-" , 



n voit que 



v/7-v5±V3o-0VS=\/i±5«±y/«=a|=.i[v.o+W5i(VS-V5)] 

on en conclut qu'on peut encore écrire comme il suit les valeurs des 
côti5s des quatre potilédécagones réguliei's, 
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z,',=i[v'io+»V5-v'^+V5] 
z;=UvT5+v1-v'io-iVï] 

Z.l=j[vîS+VÏ + v'.— »V5]- 

390. D'après la remarqua (374), les c6(és des polygones réguliers 
(le 3o cûLés sont les ïaloui's absolues des racines de l'éqiialioû 

(3) f{y)=::zy'- —y' — 4y^ + 4y + 1 = 

relalive ii l'équation binôme de degrÉ i5. 

Pour résoudre cette équation, ou peut, en appliquant la mcîhode 
de Ferrari, la mettre sous la farine 

et disposer de J- de façon que le trinôme 

(■j+>i)b'-(1 + 4)ï+1"-i 
soit un carré. L'cqualion de condiLion est 

P- + 4]=~p.'-i)(i7 + 8X)=:o, 
8P+i5).^— l6),~33=o. 
Cette équalion dti troisième degré en X admet la racine commeii- 
snrable — -; pour «etle valeur do 1, le trinôme 

est Égal à 

-^ (»-.)'. 

et l'équation [3) devient 

[y^^^^-'^j -4ÎÎ'-') ^"• 

ou 
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Or celte deriiièro pciil se décomposer dans les deux équations du 
second degré 

Chacune de ces équations admet une racine positive et une racine 
négative. En prenant les valeurs absolues de ces quatre racines, et 
en les rangeant par ordre de grandeurs croissantes, oa voit que 
l'on a : 

Z ,'„ = ' fv' 3o — G\/5 - ^5 - i] 
Z; = ^[v'3o + 6V5-V'5 + i] 






391. On pourrait encore, d'après la remarque du n" 377, déduire 
les côtés des polygones réguliers de 3o côtés des eûtes des poly- 
gones réguliers de i5 côtés supposés connus. On aurait les formules 

(zJ=.-v/ 4-(z.-,) '. 

(Z°)'=»+ 0-(Z.')' . 

(z;:)'=.+v/ i-(z:.)' . 

(Z.'.)'=.-y/4-(z,'.)'; 

mais Tapplicalion de ces formules conduirait à des calculs plus 
longs et plus compliqués que les précédents. 

39a, On peut remarquer que les eûtes des polygones réguliers de 
3o côtés sont liés d'une façon très simple aux côtés des décagones 
réguliers. On a en effet : 

z;j-z.',=z^ z:;xz;=(z;), 

et 

z]^-z;=z,v z™xz;=(z;„). 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV. 



I.. On, reipplaçe, dan? Toipression (œ-l-a) , la lettre a succesaivement 
par les m racines m""' de l'iiailé ; déinoulrer que la somme Se Ces résul- 
tats est égale b.m{x!". + i\. 

(Ecole poljtecliniquei Examen oral.) 

5. Soit m = a''b^é ...i*- un nombre dont les facteurs premiers sont 
a, b, e ... l ; démontrer qite. l'équatiofl qut a pouf rttcineg les racines pri- 
miUves de l'équatioa biûCme x" — i =o est l'éqùàtion 

{--)^(^-)(^ - ) ^G-^0 

i^-W-^ ^(--) "' 

les facteurs binômes qui figurent au numérateur ayant, respeetivemeal 
pour degrés M et les quotients que l'ou.obtient en divisant ib par les pro- 
duits des facteurs premiers a, b, c ... l, pris deux à deux,, quatre à qua- 
tre, six â siy, etc., tandis que les degrés des facteurs binâmes qui figurent 
au dénominateur sont les quotients de m par- les produite des mêmes fac- 
teurs premiers pris ml k unj trois hi trois'i cinq; à oitiq, etc. ; vérifier 
d'ailleurs que cette équation est d'iin degré égal au degré de l'Équation 
demandée. 

3. Ayant résolu algébriquement les. équations binâmes i' — i = o, 
1^ — 1=^0, reconnaître les racLues, primitives de ces deux équations et 
les indices de chacune de ces racines, puis former les racines primitives 
d'iildices I, i//{, 7,'-de l'équation binôme a;"- t = o; ces calculs faits, 
en parlant de la formule 



former successivement les vale I 

z', z'; z', 2^ Z ?' Z Z^ ?'' i -, 

et vérifier que ces résultats eu ordeut o. ec ceux précédemment établis 
d'une uulre façon. 

4- Former l'équaUon qu a Imel comme ne nés les carrés des côtés des 
quatre polygones réguliers de 3o côtés calculer tes val uis de ces 
côtés, et vérifier que ces valeurs sont les m6m s que celles trouvées 
d'une autre façon au n" .3 
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CHAPITRE V. 

JXS DE THIGOINOMIÎTIHE SPIIÉniQIJE. 



§ 1. BelatJons fondamentales entre les éléments d'un triangle ephérique 
quelconque. — § II. Relations partieulières relatives à un triangleaphê- 
rjque rectangle. — g III. Résolution dm triangles sphériques rectangles. 
— § IV. Résolution des triangles spliériques obliquangles au moyen de 
triangles rectangles. — § V. Applications de trigonométrie sphérique. 



SPEÉRIQUE QUELGONQUR, 

393. On appelle aigle de deux arcs de grand cercle AR, AC, tracés 
sur une sphère, l'anffle RAS des tangentes AR, AS à ces arcs au 
point A (^9. lo^); de celte définition résultent doux manières de 
mesurer cet angle ; si on remarque 

que les tangentes AR, AS sont per- 
pwidiculaires au rayon OA ef sont 
situées l'une dans le plan OAB, lan- 
ire dans le plan OAC, l'angle RAS 
est l'ûQgîe plan .-de l'angle dièdre 
formé par les plans des deux grands 
ûCFcles; d'autre part, si, .du point A 
comme pôle, avec une ouverture de 
compas égale à ta corde d'un qua- 
(Iranl, on décrit sur la sphère l'ave 
d.e.fçrand cercle BC, cet arc est dans 
le plan mené par le centre perpen- 
diculairement à OA ; il mesure l'angli 
RAS,^t, par conséquent, il mesure l'a 
AB, AC. 

394, On appelle triangle sphériijue la plus petite des portions de 
la surface d'une sphère, déterminées par trois arcs de grand cer- 
cle AB,BC,CA, moindreschacun qu'une demi-circonférence et limités 
à leurs intersections deux à deux {fig. io5). Les points A, B, C, sont 
Jes sommets du triangle; les arcs AB, BC, CA, sont les côtés, et les 
angles CAR, ABC, RCA, qu'ils forment entre eux sont ks angles du 



n — \ — ■ — 4b 



Fig. 



BOC qui esL égal à l'angle 
igle des arcs de grand cercle 
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triangle spliérique ABC. Si l'on prend pour unité de longueur le 
rayon de Ja sphÈre, et pour unité d'arc l'nrc de grand cercle de 
longueur égale à l'unité de longuenr, chacun des côlés du triangle 
sphérique est compris enlre o et it, et la mesure de chacun des 
angles est comprise également entre o et ir. 

Si l'on joint le centre d'une sphère aux sommets A, B, C, d'un 
liiangle sphérique ABC tracé sur cette sphère, on forme un trièdre 
OABC {fig. io5) dont les faces sont mesurées par les eûtes du trian- 
gle sphérique, et dont les angles dièdres sont mesurés par les 
angles du triangle sphérique ; réciproquement étant donné un triè- 
dre, si on le coupe par une sphère ayant pour centre le sommet du 
trièdre et d'un rayon quelconque, le tiièdre délache sur la sphère 
un triangle sphéiique. Dès lors, à toute propriété des tiîèdres cor- 
respond une propriété des triangles spliénqups.et recipioquement. 




Ou conclut ainsi que, dans un triangle sphérique, chaque câté est 
p!us petit que la somme des deux autres, et que la somme des trois 
côtés est comprise enlre o et at. 

395. On appelle triangle jiobiire d'un triangle sphérique ABC un 
triangle sphérique A'B'C', tel que chaque sommet du second trian- 
gle est pâle d'un côté du premier, et se trouve, par rapport au grand 
cercleauquelappartient ce côté, dans l'hémisplière qui contient ie 
sommet opposé k ce côté ; ainsi le sommet A', par exemple, doit 
être celui des pôles du côté BG qui est situé, par rapport au grand 
cercle auquel appartient ie côté BC, dans l'hémisphère contenant le 
sommet A (jîj. loS). On démontre que réciproquement le triangle 
ABC est le triangle polaire du triangle A'B'C. On démontre encore 
que deux triangles polaires ABC, A'B'C, sont tels que la somme 
d'un côté de l'un et de l'arc de grand cercle qui mesure l'angle 
correspondant de l'autre est égale à une de mi- circonférence de 
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grand cercle: Il résulte de là que, dans tout triangle spliérique, le 
plus petit angle, augmenté de it, est plus grand que la somme des 
deux autres, et que la somme des trois angles est comprise entre jc 
etSit. 

Si l'on joint le centre de la sphère respectivement auï sommets 
de deux triangles sphériques polaires ABC, A'B'C, on obtient deux 
trièdres supplémenlaires. 

3g6. Nous supposerons, dans tout ce qui suit, que l'on a choisi 
pour unité de longueur Je rayon de la sphère considérée, et pour 
unité d'arc l'arc de grand cercle de cette sphère dont la longueur 
est égale au rayon. Si ABC est un triangle sphérique tracé sur celte 
sphère, nous représenterons par a, b, e, les longueurs des côtés 
opposés aux angles A, B, C, du triangle, et par A, B, C, les lon- 
gueurs des arcs de grand cercle qui mesurent les angles de même 
nom du triangle. Ces siï quantités se nomment les éléments du 
triangle. 

Un triangle sphérique, appartenant à une sphère de rayon donné, 
est déterminé dés que l'on connaît trois quelconques de ses six 
éléments; il n'est pas nécessaire, comme pour les triangles recti- 
lignes, que parmi les données se trouve un calé. On peut, au moyen 
de constructions graphiques exécutées sur la sphère, construire un 
triangle sphérique counaissanl trois quelconques des six éléments 
(Cours de géométrie élémentaire, n^'aoî à gii); mais ces construc- 
tions graphiques ne sont pas susceptibles d'une giande précision, 
et les éléments inconnus ne sont pas obtenus avec une approxima- 
tion très grande. Aussi convient-il, comme pour les tiiangles recti- 
lignes, élant donnés trois éléments d'un triangle sphérique, de 
calculer les trois autres; c'est ce qu'on appelle ri;ioudre le triangle. 

L'ensemhie dés formules qui lient les six éléments d'un triangle 
sphérique, et leur application à la résolution de ces triangles, cons- 
tituent ta trigonométrie sphérique. 

Les formules fondamen laies que nous allons établir et dont on 
déduit toutes les autres sont de plusieurs espèces, et chacune d'elles 
lie entre elle quatre des. six éléments du triangle. 

397. Thëorëme. Dans vn triangle spliérique, le cosinus d'un calé 
quelconque est égal au produit des cosinus des deuw autres côtés, aug- 
menté du, produit des sinus de ces deuai côtés par le etisinus de t'angle 
qu'Us eompi-eiinent. 

Soit ABC un triangle sphérique tracé sur la sphère de centre 
et de rayon égal à l'unité de longueur {fig. 107); je me propose 
d'établir la relation 
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Joignons le centre de la spbère aux trois sommets du triangle, 
et menons au point A les tangentes Aït, AS aux deux arcs de 
grand cercle AB, AC ; l'angle de ces deux taugentea est l'angle A dii 
Iriangle sphérique. Ceci posé, abaissons du point C, dans le plan 
AOC, la perpendiculaire CH sur OA ; soit H son pied sûr OA; ai, 
dans le. plan AOC, on prend A pour origine des arcs, et si i'on 
prend, sur le grand cercle AC, le sens AC comme sens positif des 
•arcs, le sinus de l'arc AC, sin6, est positif, puisque l'arc 6 est 
moindre que ic, et il est égal à -|- HC, ou au segment HG, puisque 
it est positif dans la sens AS et est négatif en sens con- 




traire; le cosinus de l'arc AC, cos 6, est égal h +0H ou à —OH, 
suivant que pour aller de en H on s'éloigne du point dans le 
sens OA ou dans le Sens contraire, c'est-à-dire est égal au segment 
OH. Projetons orthogonalement sur OB les deux contours OC et 
OHC; d'après !e Ihéorème des projections (72), ou a ; 

(OC) = iOH) + (HC). 
Mais 

(OG)=i.cûsa =cûs« 

(OH) = cos6.cos(OA,OBl=:cosfi.co3c 

{HG) = siri6 . cos {HO, 0B) = sln6. cos{AS, OB) ; 

(i) cosa=cosÈcosc+sinÈcos(AS,OB]. 
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Abaissons du point B la perpendiculaire BK sur OÂ, et soit K son 
pied ; si, dans le plan AOB, on choisit le point A comme origine 
des arcs sur le gi^and cercle AB, et si on prend comme sens positif 
des arcs le sens'deA vers B,-le sious de l'arc AB, sine, est égal 
au segment KB, le cosinus de l'are AB, cos c, est égal an segment 
OK. Projetons orthogonale ment sur AS les detix contoars OB et 
0KB qui ont mêmes extrémités; nous aurons : 

{OB> = (OK) + {KB). 
Or 







(OB)— i. 


eos (AS, OB) — 


cos (AS 


OB) 






(OK)=co 


C.co3(0A,AS)^ 











{KBj = 5in 


c.cos(AR,AS)= 


sincc 


sA; 


on 


a donc 


co 


(AS,OB) = Einc 


.cos A, 




et 


en ren 


plaçant dans 


la relation (i), 


n a la formule 







cosn = 


cos6cosc + siû 


ftsincco 


sA, 



qu'il s'agissait d'établir. 

3g8. Si l'on applique la relation précédente successivement aux 
trois eûtes du triangle, on a le groupe des trois formules : 
/ cos « =cos 6 cos c+ sin 6 sin c cos A 

399. Remariiue. Puisqu'un triangle spliérique est déterminé 
dÈs que l'on connaît trois de ses six éléments, il existe entre ces 
six éléments trois relations distinctes et trois seulement; les équa- 
tions (a) sont trois relations distinctes; dès lors toutes les relations 
que l'on peut obtenir entre les six éléments d'un triangle sphérique 
peuvent être déduites des formules (a) par des transformations 
algébriques. 

400, ThéorëBie. tons (ouf triangle sphérique, les sinus (les côtés 
sont proporlionnek aux sinus des angles opposés, 



Ces relations se déduisent, facilement des équations (a); suppo- 
ions par exemple que nous voulions démontrer que l'on a : 
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Cette relation étant indépendante de c et deC, il faul, pour l'obte- 
nir, éliminer c et C eolre les trois équations (a) ; les deux premières 
étant indépendantes de C, il suffît entre ces deux-là d'éliminer c. En 
les ajoutant et les retranchani, on a : 

(cosa+cos6){i-cosc) = sinc(sin6cosA+siii«cosB) 
(cos a— cos (y) (i -j- cos c) = sin c (sin 6 cos A — sin a cos B). 



Multiplions membre à n 
nous obtenons : 



mbre,ct remplaç 



cpar 



sin^6 sins A = siû^a sin*B; 

1, b, k, B, sont compris entre o et it ; leurs s 
turons donc, en extrayant les racines carré 
i en égalant les valeurs arithmétiques de ce; 



s sont positifs; 
des deux mem- 



il fallait démontrer. 

. Démonstration directe. On peut établir directement la r 




Flg. loS. 

lation précédente; soit ABC le triangle, et soit le centre de la 
sphère : joignons le point Oaux trois sommets {fig, io8), et du point 
C abaissons la perpendiculaire CH sur le plan AOB, puis du point H 
les poi'pcndiculaires HK, HIsur les rayons OA et OB ; enfin joignons 



y Google 



NOTIONS DE TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 367 

le point C aux points K et I ; d'après le lliéorème des trois perpen- 
diculaires, CK, CI sont respectivement perpendiculaires sur OA et 
sur OB, et par suite les angles CKH, CIH sont les rectilignes des 
angles dièdres OA, OB du trièdre OABC, ou les suppléments de ces 
rectilignes, suivant que ces angles dièdres sojit aigus ou obtus. Dans 
tous les cas, les deux triangles rectangles CHK, CHI donnent 

CH — CK sin'OTH = CI . si n'CnT; 

or, CK=^sin6, CI=sinn, car ces sinus sont positifs; d'ailleurs 
sin 'CkH est égal à sin A, si A est aigu, à sin (ir ~ A) ou encore 
à sin A, si A est obtus; de ijnême que sin CIH = sin B, dans tous 
les cas ; on a donc ; 



et celte formule est générale. 

402. Corollaire I. On peut, des formules (a) et (B), déduire 
de nombreuses formules utiles dans la résolution des triangles. En 
parlicnUer, proposons-nous d'obtenir une relation entre deux côtés, 
l'angle compris entre ces côtés et l'angle opposé h l'un d'eux, par 
exemple entre a, b, G et A. 11 faut déduire des relations {«) et (p), 
une relation indépendante de e et do B ; or la première et la troi- 
sième des relations (a) sont indépendantes do B, ainsi que \a 
relation 



(I) 



sinC 



tout revient donc à trouver, au moyen de c 
formule indépendante de c. Dans la premier 
plaçons cose par sa valeur cos oco5 6-|-sin 

dernière relation (a), sine par ia valeur - 

relation (1), et nous aurons : 



is trois équations, une 
des relations (a), rem- 
1 sin b cos C, tirée de la 



6(co 



^ cos 5 4- 
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ou enliii, en divisanl par sin u sin 6, 

cot a sin 6 = tos 6 cos C -+- sin C cot A ; 

c'est la ralatioii cherchée. 

4o3, Cette relalion, sous cette forme, n'est pas facile ù retenir; on 
peut la transformer, en divisant les deux membres par cos 6 cos Cj 
et en faisant passer le dernier terme du second membre dans le pre- 
mier; elle devient alors 1 



si l'on lemarqne alors que, dans le tifengle, les éléments 

11, C, 6, A, 
soal consécutifs, la formule précédente peut s'énoncer ; Bans un 
triangle sphéi-ique, te raj'pm'i des cotangenles de deum côtés divisé par 
le cosinus de l'angle compiis, moins le rapportdes eolangentesdes deux 
angles pris en ordre inverse, divisé par le cosinus du côté compris, est 
égiU à l'unité. 

404. Par analogie et par des permutations circulaires, on peuÉ 
déduire, de celte formule, cinq autres relations, et on obtient ainsi 
le système des six équalions : 

I ) cota5ln6=^cos6cosC-|-sinGcotA 
l ( cotasiiic=costi cosB + sinBcotA 
cotùsina— cosacosG-fsinCcolB 
coït ainû = cosc cosA-|-sinA cotB 



(7) 



cotcsina=cosi(cosB+siiiBcotG 
cote sic 6=^ cos 6 cosA-j-sinAcotC. 



4o5. Corollaire II. Proposons-nous d'obtenir une relation 
entre les trois angles et un côté, a par exemple. 11 faut déduire des 
formules (a) et (p) une relation indépendante de 6 et de c; pour cela, 
daus la première et dans la seconde des formules (a) remplaçons 
cose par sa valeur tirée de la ti'oisième, nous aurons : 

cos a =cos 6 (cos a cos S -|- sin a sin 6 cos C) -f sin 6 sin c cos A 

cos û sin^ 6^ [cos 6 sin « cos C -)- sb c cos A] sin 6 

cos6sin!rt = [cosasin6cosc4-sincco3B] slna; 

en simplifiant et en remplaçant ensuite sin«, sin 6, sine, dajis ces 
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relations homogènes par rapporl à ces Irais quantités, parles quan- 
tités proportionnelles siiiA, siii B, sîn t, nous aurons : 

cosasin"B = cos6sinA.co5C-l-siiiCcosA 
cos6sinA=cosflsinBcosC-j-si!iCcosB, 

Il nous reste à éliminer b entre ces deux relations;. il suffit de 
remplacer dans !a première cos 6 sin A par sa valeur tirée de la se- 
conde ; on a ; 

cos a SLii B = cos a sin B cos' G -f sin G cos B cos C -1- sin C cos A, 
ou, on réunissant les deux termes en cos a et en divisant par sin C, 

406. Par des permutations circulaires, on déduit deux autres lela- 
lioQS, et on obtient ainsi le groupe (S) 

I cosA = - cosBcosC-[-sinBsinCcosa 

[S) cosB= — cosCcosA-fsinCsinAcosù 

t cos C =— cos A cos B 4- sin A ïin B cos c. 

407. Autre démonstralion. Ces formules' (5) peuvent se déduire 
plus simplement des relations (k) au înoyen de la considération des 
triangles polaires. Soient a', b', c'. A', B', G', les éléments du trian- 
gle polaire du triangle donné; on sait que ces éléments sont liés aux 
éléments du triangle donné par les relations 

A' = 7!: — a,' B' = !t — 6,' C' = 7:~e'. 

Appliquons au triangle polaire la première des formules (a) ; nous 

cos a' = cos 6' cos c' 4- sin 6' sin c' cos A' ; 

en remplaçant a', b', c' et A' par leurs valeurs et en cliiingeaiit les 
signes, nous olUenons la relation 



c'est la première des formulas (S) ; on en déduit les autres par pei'- 
mutalion circulaire, 

408, Corollaire III. Les formules {a) permetlfent de calculer 
les angles d'un triarigTê sphériqùè connaissant les (rois, côtés; mais 
ces formules ne sont paa dalôulables, par Jbgarilfamss; on peut, par 
un calcul analogue:atr"calcuï 1iiit en-trigonométri^ rectiligne, dé- 
duire de ces formufes^ ctea formules caliiulabiéà ipar logarithmes. 
Cours de frig-ouométrie. 24 
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De la première relation (a), on tire : 



sine— cosa+cos6cosc __ co5(i — c) — cosrt 






l remarquons que 



el comme — est moindre que -, que par suite son sinus est positif, 



(■' ■'°f=\/ '""^i,'^:;:r" - 

En formant la somme j -|-cos A, on obtient de même : 



Cl °°4-\/ ""l:»'1!:^'" - 

Kn divisant membre à membre, on a enfin : 



A^ /Bin(p^t),m(p-.) 
'»»~V .iripsin(p-«) ■ 



foimiile calculable par logarithmes. 

Par permutation circulaire, on obtient deux autres relations, et 
on a ainsi le groupe des trois relations 



"a V smpsiiilp-,,.) 



1 '»a V siapsin(p-l) 

,,î-./™i£-i£illiElzil. 

\ ""a V iiiilisii.(p-t, 
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409. Corollaire IV. Si on applique les formules précédentes 
(i), fa) et (3) au triangle polaire du triangle donné, et si on y rem- 
place ensuite les éléments du triangle polaire par leurs valeurs en 
fonction des éléments du triangle donné, on obtient les expressions 
des côtés du triangle dooué en fonction de ses angles ; posons : 



a /sii 


ii(B- 


-Slsi 


,n(C.- 


-s) 


> V 




mit s 


int; 




a , /.i, 


nSs 


m(A- 


-S) 




» V 


SIQ 


Bsln 







« ,/.i 


Q(lt- 


-S). 


i,.(C- 


-S) 



,.(i-S) 

Ces formules peuvent d'ailleurs se déduire directement des for- 
mules ($) par un calcul analogue au calcul du numéro précédent. 

410. Remarque. Les formules fondamentales de Irigonomélrie 
recliligne étatilies aux n"' 184 el 187 peuvent être déduites des for- 
mules (a) el (p) de trigonométrie sphérique que nous venons d'éta- 
blir. 11 suffit pour cela de supposer d'abord qu'au lieu de prendre 
pour unité de longueur le rayon de la sphère à laquelle appartient 
le triangle sphérique considéré, on prenne une unité de longueur 
tout à fait arbitraire, qu'ensuite on fasse croître indéfiniment le 
rayon de la sphère, de manière toutefois que l'on conserve une 
grandeur constante à trois des éléments du triangle sphérique tels 
que parmi eux se trouve au moins un côté et que l'on puisse, avec 
les éléments supposés fixes, construire un triangle rectiligne; le 
plan peut être regardé comme la limite de la sphère; les arcs de 
grand cercle, côtés du triangle sphérique, deviennent des portions 
de droite, et le triangle sphérique a pour limite un triangle recti- 
hgne. 

Soit ABC un triangle sphérique, et supposons que, faisant croître 
indéfiniment le rayon de la sphère sur laquelle il est tracé, nous 
laissions fixes comme grandeurs les côtés AC, AB et l'angle com- 
pris BAC. Avec ces éléments, nous pouvons toujours construire un 
triangle rectiligneA'B'C, tel que A'C':=AG, A'B'=:AB, soient deux 
dé ses côtés, et que l'angle B'A'C, égal à l'angle BAC, soit l'auf^Ie 
compris. Je me propose de déduire des formules de trigonométrie 
sphéHque (a) et (P) appliquées au triangle sphérique ABC les for- 
mules de trigonométrie rectiltgne qui lient les côtés et les angles du 
triangle recUhgne A'B'C 
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Prenons une «nilé de longueur indépendante du rayon de la 
sphère à laquelle appartient le triangle ABC, et soient a, p, -[, R, les 
mesm-es, avec cette unité, des côtés du triangle sphérique ABC et 
du rajon de la sphère; soient toujours A, B, G, les mesures des 
angles du triangle sphérique dans un cercle de rayon égal i l'unité 
de longueur. Puisque a, 6, c, sont les mesures des eûtes du triangle 
sphérique, lorsque le rayon de la sphère est pris pour unité de Ion- 



(') 



H' l\' R 



s des côtés du triangle rectiligne A' B' C 
iivec la mflme unité de longueur; soient A',B',C', les mesures de ses 
angiRs dans un cercle de rayon i. On a, par hypothèse, 
6' = p, c't=f, A' — A. 

d'ailleurs o'iB'.C, sont respectivement les limites de a, B, C. 

4ii. Considérons les formules (a) de trigonométrie sphérique (SgS) 
et cherchons ce que deviennent ces formules lorsque Rcrolfindé- 
finîment, les grandeurs de p, de *[ et de A restant fixes. Prenons 
d'abord la relation 

cos(i=cos6 cosc-|-sin6 sine cosA; 

romplaçons-y cosn par i — asin'-, cos6 par t — isin^-, 

cOKC par I — -î sin'- ; nous aurons, en développant lo second 



)u, en remplaçant a,b,c, par leurs valeurs tirées des formules (i), 

iin^-rr =sm'-77 4-sin' -i; — asm^-^ sm* J- sui^ sm-^ cosA, 

aR ah ' ïR aH atl a R R 

Multiplions par jjR' les deuï membres de cette égalité, et remar- 

juons que l'on peut mettre une expression telle que 4R*sin^ -^ 

iokis la forme a^. ■ -— ; nous pourrons écrire l'égaUté précédente 



{^ 



y Google 



NOTIONS m TRinONOMETHIE SPilEIilQUE. 



Cfici posé, faisons croUre" R indéûnimeat ; dans les hypothèses où 

nous BOUS sommes pkcéa, chacune des quantités -^, -jj, -^, ^, 5, 

tend vers zéro; le rapport du sinus d'ua arc à cet arc leud vers l'unité 

lorsque l'arc tend vers zéro ; ^ tend vers zéro; a tend vers a'; 

?, Y, A. sont d'ailleurs égaux respecLiveinent à b', c' et A' ; l'égalité {•>,) 
devient donc à la limite 



(3) 



■î+o'>— .y=' 



c'est la relation de trigonomélrie rectiligne étaWîe 
On obtiendrait de même les relations 






41a. Considérons de même les formules (fl) de trigonométrie sphé- 
rique (400), et cherchons ce que deviennent ces formules 



nlî 



iinC 



■lorsque H croit indéfiniment, les grandeurs de A.G, doAB etdel'anglo 
BAC restant fixes comme précédemmenl. Conservons les mêmes 
notations que dans les deux numéros précédents, et remplaçons 
•dans les formules {4), n, 6, c, par les valeurs déduites des rela- 
^tions (i) ; ces formules (4) deviennent ; 
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1 peut les écrire sous la forme 



si R croit indéfiniment, chacun des a 
formules deviennenl : 



et elles expriment que, dans un triau{>le rectiligue, les côlés sonl 
proportionnels aux smus des angles opposés (187). 



4i3. Un triangle sphérique peut élre leclangie fueclangle ou 
Irirectangle, suivant que cd triangle renferme un ingîe droit, deu\ 
angles droits, ou trois angles droits. Dans un liiangle bireclangie, 

les côtés opposés aux deux angles droits sont ér,att\ a-, et le 

troisième tôté est l'arc qui mesure Tangle opposé ; dans un triangle 

trireolaugle, les trois cOtés sont égaux à - ; par suite les triangles 

de chacune de ces deux espèces ne donnent lieu à aucun prohième. 
Nous ne considérerons donc que les 
triangles rectangles. 

414. Nons désignerons, comme en 

tri gonomé trie rectiligne, par A le 

sommet de l'angle droit du triangle 

rectangle ABC, par a le cOté opposé 

ou hypoténuse {fig. 109); 6 et e se- 

p- j ront les côtés de l'angle droit, B etC 

seront les deux autres angles. 

Celles des formules [a), (p), {-(), (S), que nous avons établies dans 

le cas d'un triangle sphérique quelconque, qui renferment l'angle A, 

se simplifient, si le triangle est rectangle ; elles (levieniient 
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(,} cos«:=cos6cosc 

1 sm6 = sicasinB 

'*' j sinc = smflsiQG 

I tgfi=tgncosG 

j tg c =tgacosB 

'' tg&=siQct8B 

( tgc=sin6tgC 

' cosn=co(B colC 

(4) cosB=cos6sinG 

( cosC=coscsmB. 

Ces roi-mules, particulières aux triangles rectangles, sont au 
nombre de dix, et chacune d'elles renferme trois éléments du 
triangle ; elles peuvent s'énoncer ainsi qu'il suit : 

1" flans Mil triangle sphérigue rectangle, le cosinus de l'hypoténuse 
est égal au produit des cosinus des deux autres côtés ; 

t." Jians un triangle sphérique rectangle, le iinus d'un eété de Vangte 
droit est égal au sinm de l'hypoténuse multiplié par le sinus de l'angle 
opposé au côté considéré; 

3' Dan^ un triangle sphérique rectangle, la tangente d'un cité de 
l'angle droit est égale, sait au produit de la tangente de l'hypoténuse 
par le cosinus de l'angle adjacent au côté considéré, soit au produit de 
la tangente de l'angle opposé par le sinus 
du second côté de l'angle droit; 

4° Dans un triangle sphérique rectangl e , 
le cosinus de l'hypoténuse est égal au pro- 
duit des cofangentes des deux angles ad- 
jacents, et le cosinus d'un angle oblique 
est égal au produit du cosinus du côté 
opposé par te sinus_ du second angle 



4.i5, On peut énoncer ces formules 
sous'uue forme plus simple et. plus fa- 
cile à retenir. A cet efiçt, traçons dans un pis 
gone dont les côtés, ont respectivement mémo 
tités 




i{^g. iio) un penla- 
icsure que les quan- 



(S) 



0, 



B> 



nous obtenons- ainsi une suite fermée de cinq quactités; sv nous 
prenons trois quelconques d'entre elles, ou bien deux sont consécu- 
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tives et la troisième est opposée ans ûens autres dans le pentagone, 
oubien les trois sont coiiséQiltiYes.. Ceci poséj les formules (i),{2J,{3), 
(ij) spéciales aux triangles spljériqUesFeclangles (414} expi'imenl que; 

Le cosinus ^une quelconque des cinq quantités est égal, soit au pro- 
duit des sijtKS des deux quantités opposées, suit au produit des cotan- 
genîes des deuat quantilés adjacentes. 

416. Remarque I. La formule (i) 



moQlie tlue dans un triangle sphérique rectangle, le Qombre des 
côtés supérieurs ^7 est o ou 2, c'est-à-dire un nombre pair (Coui s 
de géomé.lriê, n" 896); car cosa.et cosfiooso devant Être de même 
signe, le produit, de ces trois quautifès cos acos &cos i) doit. être 
positif, ce qui exige que le nombre des facteurs négatifs soit pair. 
4.17. Bemai-qne II. Chacune des relations 

tg6=sinc IgB, tgc=sin6 tgC, 

montre que, dans tout triangle sphérique reclaagle, chaque angle 
oblique est de même nature que le c6té opposé' (Cou ts de géomé- 
trie, n° 897) ; car, Cbaque côté étant moindre que t et par suite 
ayant un sinus positif, la relation 

tg6 = sinctgB, 

par exemple, exige que tg6 et (gB soient de même signe, et par 

suite que 6 et B soient tous les deux moindres que7 , ou tous les 

deux plus grands que-, 

41S. Remarque III. Lorsqu'un côté ou un angle d'un triangle 
sphérique est donné par son cosinus ou par sa tangente ou par sa 
colangente, sa valeur est unique, car ce côté ou cet angle est com- 
pris entre, o et n. Il n'en est pas toujours de même si un côté 
ou un angle d'un triangle sphérique est donné par son. sinus, 
car, à un sinus donné positif, coTTespondent deux arcs ou deux 
angles compris entre o et b; ces deux valeurs de l'arc ou de l'an3le 
peuvent correspondre, dans certains cas, àdeux triangles sphériques 
répondant aus données de la question, mais, dans d'autres .cas, 
une seule de ces' valeurs convient. 

Ainsi, dans un triangle sphérique rectangle, on devra choisir 
parmi les deux solutions celle qui est telle que chaque côlé de 
Pangle droit soit de même nature que l'angle opposé. 
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§ III. — RÉSOLUTIO.N DBS TRIANGLES SPIIÉRIQ 

419, Un triangle sphérique rectangle renferme cinq éléments, 
trois côtés et deux angles ', le triangle est déterminé dès que l'on se 
donnatrois quelconques de ces cinq éléments. La résolution des trian- 
gles sphériqiies rectangles présente six cas; on pentsedoniier : 

1" Les deux côtés de l'aogie, droit ; 

a" Un côté de l'angle droit; et Thypoiénuse ; 

3° Un cftlé de l'angle droit et l'angle opposé ; 

40 Uii côté de l'angle droit etl'angle adjacent ; 

5° L'hypoténuse et un angle; 

6" Les deux angles. 

4ao. Premier c'iii. On donne les deux côtés de l'angle droit b 
et c ; ealmkr l'hypoténuse a, et les deux angles B et C. 

L hypoténuse est calculée sans ambiguïté par la formule 

les angles lî et C sont calculés sans amliiguilé par les formules 

D'ailleurs la relation (i) détermine toujours un cosinus, les rela- 
tions (î) détenniueiit toujours IgB et tgC; lé problème est toujours 
possible et n'admet qu'une solution. 

4ai. Bemarqne. Nous avons vu (141) que, les calculs devant Éfre 
faits par logarithmes, un arc est délermioé avec plus de précision 
lorsqu'on en connaît la tangente ou la cotaugeiite que lorsque Ton 
en connaît !o sinus ou le cosinus. U y a donc avantage, a^i point de 
vue de l'approximation, à remplacer la formule (i) par une autre 
déterminant a par une tangente. Pour cela, on commencera par cal- 
culer l'angle B et l'angie C par les forniules (a), et on calculera 
ensuite le côté a par l'une ou l'autre des formules 

42a. Second cas. On donne un côté de l'angle droit b et l'hypoténuse 
a; calculer l? côté c et lesangles B et G. 
Le côté c se calcule par la formule 
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et on obtient pour i; une valeur unique; l'angle B est donné par la 

foriimie 



et on prendra pour B celle des deux valeurs fournies par la relation 
précédente, qui est telle que 6 et B soient de même nature. Enfin 
l'angle C est déLerminé sans ambiguïté par la formule 

423. Discussion. On voit que, si le triangle est possible, il 
n'existe qu'une seule solution ; mais, pour que le triangle soit pos- 
sible, il faut que les valeurs de cosc, de sinB, et de cosC, four- 
nies par les relations (i), (a) et (3) soient admissibles. Je dis que 
la condition nécessaire et suffisante est que l'hypoténuse a soit com- 
prise entre b et k — 6. 

En effet, pour que l'équation (a) détermine «n sinus, il faut, puis- 
que sinô et sina sont positifs, que l'on ail —. — < i,ousin6<sina; 
comme les arcs 6 et a sont moindres que tu, il faut que l'on 
ail, si 6 est moindre quo-, b <a <7: — &, et, si & est plus grand 

que-, K — b<a<.b, c'est-à-dire il faut que a soit compris entre & 

et t:— s. D'ailleurs, dans ces conditions, la valeur de cos c, -^^ f , 

sera moindre que i en valeur absolue, la valeur de cos C, 



Igu' 

sera également comprise entre — i et -4- i. Donc la condition, 
a compris entre 6 et n — 6, est nécessaire et suffisante. 

4a4. Bemapque. Les formules {i), (a), et (3) déterminent les 
quantités e, C, et B par leurs cosinus ou par leur sinus ; on peut effec- 

c C 
tuer le calcul au moyen de tangentes. On a, en effet, puisque — et ^ 

sont moindres que -, 



l'' '•a-Vi^cosC-VlS'. + lS» -\ tin (<, + !,} 
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On a enfin, l'analo ~-\-- pouvant être inférieur a 
à -, suivant la grandeur de B par rapport à -, 



^(i-!)-VSS-v^SSS-V^' 



et on prendra 1p signe -]- si 6 est moindre q;ue-, le signe — si 
6 est plus „VAnà que puisque 6 et B sont toujours de même na- 

4a5. TroUIëme cas 1 In me un eôté b de l'angle droit et l'an- 
gle opposé B cakultr let, coth n c et l'angle C. 

Les éléments incmniis se oaliult-nt au moyen des trois fornuiîes 

chacune de ces formules déterminant l'élément correspondant par 
son sinus, fournit pour chacun de cps éléments deux valeurs, pourvu 
toutefois que la valeur du sinus de chacun de ces éléments soit po- 
sitive et plus petite que i 

42G. D(scMssiû!i Remiiquons d abord que, le triangle étant 
rectangle, les données 6 et B doivent être telles que les quantités b 

et Bsoienttoit s les 1 u\ ifei cires à-, ou toutes les deux supé- 
rieures à { o 11 ne le liiaUplH sù t possible ; supposons cette con- 
dition remplie les valeurs de si a, de sine, et de sinC sont posi- 
tives. 

Il nous reste à exprimer que ces valeurs sont plus petites que 1 ; 
je dis que ia condition nécessaire et suffisante, pour qu'il en soit 
ainsi, est que B soit compris entre 6 et -. En effet, pour que sina 
soit plus petit que 1, il faut que l'on ait, puisque tous les sinus sont 
posiliTs, 

siab < sinB, 
ou que l'on ail, puisiiue 6 et B sont de même nature. 
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si b est plus petit quo -, 

b< ii<^, 

ftt si b est plus grand que 7, 

il faul donc (jus B soit compris entre 6 eï-, CctLe condition néces- 
saire est d'ailleurs suffisante ;car, si elle est remplie, la valeur de aine 
qui est positive sei'ft plus petite que i, la valeur de sin C qui est posi- 
tive sera égalernenl moindre que i. — Reniaïquons enCm que la 

condition, B compris entre 6 et -entraîne la condition que & et B 

soient de même nature ;, c'est donc la condition nécessann ••t suffl- 
fisaulepour la possibilité du triangle. 

Supposons celte condition remplie, et cherchons combien il existe 
de Iriangles répondant h, la question. 

Soient a', (/ et G' les valeurs de a, de c et de C fournies par les 
labiés; soient n"=^Jt — a', c" = :t — b', C"=;7i; — C, les valeurs sup- 
plémentaires des premières, qui satisfont également aux équa- 
tions (i), (a) et {3). Prenons d'abord pour c la valeur c' moindre que 
p; comme c et C doivent être de même nature, nous devrons pren- 
dre pour C la valeur C moindre aussi que -; enfin, puisque dans un 
triangle sphérique reclangle le nombre des côtés supérieurs à- 

est pair, nous devrons prendre pour a celle des deux valeurs a' ou 
a" qui est de même nature que 6; donc une première solution. 

Prenons en second lieu pourc la valeur c" supévieureà-; nous de- 
vrons prendre pour G la valeur G" supérieure à -, et pour a celle des 
deux valeurs a' ou a" tello que a et 6 soîeni de natures opposées. 

En résumé, si B est compris entre b et 7, il existe deux triangles 
répondant à la question : 

T.~c' C = 7:-G' a = Jt-o, 
a' C = G' U — 7C— n' 

7t — t' C = ir — C' a = a. 



b<n<- 

;<B<6 
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nue soluLion, un triangle bireclangle. 
Si B n'eal pas compris entre 6 et -, le triangle est impossible. 

427, nemm-que I. Il est facile de prévoir géométriquement ((ne 
si leproblème est possible, il admet 
deux solutions. Supposons eu effet 
que le triangle ABC rectangle en A 
réponde à la question (jîgr, m); 
prolongeons les arcs de grand cer- 
cle BA et BG au delà des points A y ^,| 
et Cjusiju'à leur intersection en 6' ; 

le triangle AB'C répond aussi à la question, car il est rectangle en 
A, le côté AC est égal à b, et l'angle AB'C est égal à l'angle ABC, 
c'est-à-dire à l'angle B. 

41S. Remarque II. Les formules (1], (i) et (3), déferminent les 
quantités inconnues au moyen de leurs sinus ; on peut effectuer leur 
calcul au moyen de tangentes. On a en effet : 






i'«é+9=-N/: 



nC Vw36— cosB V a 



et on prendra, dans chacune do ces trois formules, le signe -|- si 
l'élément correspondant a, ou c, ou G, est inférieurà-, le signe — 

si l'élément, correspondant est supérieur à ^; le tableau de discus- 
sion (4) indique d'ailleurs, suivant les données, le signe qu'il con- 
ïient de choisir daas les seconds membres de chacune des for- 
mules (5). 

429. ttaatirième cas. On donne un côtéb de l'angle droit et l'angle 
adjctcent G; calculer les côtès a, e^et l'angle. B. 

Lés éiémeïits inconnus sont détermiaés par lés formules 

("1 'S»=S. W lg'=™"S<:, (3) cosB=co.i!mC. 
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43o. Discussion. La valeur de cosB est comprise entre — i el4- ii 
et de même signe que le signe de cos6; l'angle B étant déterminé 
par son cosinus, ou n'oLtient pour B qu'uue seule valeur, valeur 
de même nature que 6, puisque cash et cosB sont de même signe. 
Les éléments a et c étant déterminés par leurs tangentes, on n'ob- 
tient pour chacun de ces éléments qu'une seule valeur. Le triangle 
est donc toujours possible et n'admet qu'une solution. 

43i. Bemarquo. Si l'on veut éviter l'emploi d'un cosinus pour 
calculer l'angie B, on commencera par calculer a par la formule fa) 
et on calculera ensuite B au moyen de la formais 

Ml '8" = ,ï^' 

432. Ciiivutëme cas. On donne l'hypoténuse n et un angle oblique B ; 
calculer les cdtés de l'angle droit b, e, et l'anule C. 

Les éléments inconnus sont donnés par les formules, 
(i) sinb—sinasinB, (a) lgc=tgncosB, (3) cotC = cos.a tgl). 

433. Discussion. Les formules (a) et (3) déterminent pour cîia- 
ouHe dos quantités c et C une seule valeur; ces deux éléments c et C 
sont de même nature, puisque tgc et cotC sont de même signe. La 
formule fi) détermine b par son sinus ; la valeur de sin6 est plus 
petite que i ; de plus, comme 6 et 6 doivent Être de même nature, 
on prendra pour 6 celui des deux arcs satisfaisant à la relaUon (i) 
qui est de même nature que B, Le problème est donc toujours pos- 
sible et n'admet qu'une solution. 

434. Hemiirqiie. Le câté b est déterminé par son sinus; si on 
veut le déterminer au moyen d'une tangente, on commencera par 
calculer l'angle C au moyen de la formule (3), et on calculera alors le 
côté b par la formuln 

435. Sixième cas. Oit donne les deux angles B T;t G, H on de- 
mande de calcule)- l'Itypoténme a el les côtés b et c. 

Les éléments inconnus sont déterminés par les formules 

(,) coso^colBcolC, (») co.i = Sf5. (3) '»»é = |lj5- 

Cbacun des éléments inconnus étant donné par son cosinus, ne 
peut admettre qu'une seule valeur; pour qu'il admette une valeur, il 
faut que l'expression de cbacun de ces cosinus soit comprise entre — i 
et 4- I. Si donc le problème est possible, il n'admet qu'une solution. 
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43'>- IHscussion. Au poinl de vue géométrique, les conditions de 

possibilité sont immédiates ; il faut et il suïïlt, en effet, pour que le 

(riangle existe, que l'on puisse construire «n triangle dont les côtés 

soient-, jt — B, ir — C;le triangle polairedecelriangleserale trian- 
gle demandé ; or, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il sul'fit que cha- 
cun des cûlés soit plus petit que la somme des deux autres et que 
la somme des trois côtés soit moindre que an, c'est-à-dire que l'on 



-^(B + C)<2 



(4) -<B4-C<-^, et _2<B-0<^; 

les conditions de possibilité sont donc ; i" gue ta somme B-f-C soit 
comprise entre - et — ; a" que la différence B — G soit comprise entre 

A'iy. On peut retrouver par le calcul ces deux conditions. Consi- 
dérons, par exemple, la formule (a); pour que celte formule déter- 
mine un cosinus, il faut que l'on ait : 



ou, comme sinC esl positif, que l'on ail : 

-sinC<COSB<sinC. 
Nous distinguerons deux cas, suivant que l'angle B est aigu c 

I" Soit B<-; cosB est positif, l'inégalité — sînC <cosBcst y. 
rifiée ; la seule condition esl donc que l'on ail : 
cosB<sinC, 



..g-)- 



Or, les angles — -B et C sont positifs,, et moindres que «; il faut 



y Google 



384 COURS DE TRIGONOMÉTRIE. 

donc que G soit compris entre B el son supplément - -|- "i et 

GoiLirae B esl moindi'e que ^^ — \-B, il faut que l'on ail : 

Ï_B <G <^ + l3 
ou 
(5) B + O'^^, et B— C>— ^; 

il'jtilleurs B étant moindre que J- et G élaot moindre qaen, l'iné- 
fçalité B-|-G<— est vérifiée; enfin la différence B— C est moindre 
que -, puisque B est, par hypothèse, inférieur à -, llonc les condi- 
tions (4) sont nécessaires. 

assoit B>-; cosB est négatif; l'inégalité cosB<5iuC esL véri- 
llée; la Kenle condition est donc que l'on ait: 
— cosB<sinC, 
cos(7v-B)<sinC, 

< sinG, 



,i„(B-:)<.ii,c. 



Chacun des angles B-— -, C, est positif et moindre quen; déplus 
'ansleB-- est inférieur à-; il -faut donc que l'on aitj 
B-^<G<7:-^B-^V 

(6) B-G<-, et. B + G< — ■ 

D'ailleurs Bitant' supérieur à -, la somme B^J-E est plusgran.de 
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que-, enfln la différence B — C est plus grande que — - ; car, si C 
est moindre que B, la différence B — C est positive, et si C est supé- 
rieur à B, comme B est plus grand que-, les deux angles C el B étant 

compris entre- et it ont une différence C — B plus petite que -, el 
par suile on a B— C>~;^. Donc los inégalités (4) sont encore né- 



Ces inégalités (4} sont d'ailleurs suflisanles ; car, si elles sont rem- 
plies, l'équation (3) détermine pour oosc une valeur admissible ; il 
suffit pour le voir de recommencer sur la valeur de cosc la discus- 
sion précédente; enfin l'équation (i) détermine pour cosa une valeur 
comprise entre — 1 et-j-i. En effet cosa étant égal àcotB col C, ou à 



IgBtgC 



—, il suffît de démontrer que, si les inégalilés (4) sont véri- 
fiées, la valeur absolue du produit tgBtgC est supérieure à i. 
Si B et C sont moindres que-, le produit tgBlgC est positif, et, 

à cause de l'inégalité B-|-C>|, ou ^— B<C,oria: tgf~B"j<tgC, 
oucotB<tgC, ou KIgBIgC; 
Sil'onaB<-, C>-, le produit tgBtgC est négatif; mais eu 

vertu de l'inégalité B—C> — -, ou"— B<7t— G, on a: 

tgff — b') <tg(^ — C), ou i< — tgntgC, 

donc le produit tgBigC est supérieur à i en valeur absolue; 

SirouaB>- avec C<-, le produit tgBlgC est encore négatif; 
or, de l'inégalité B— G<-, on déduit B — -<C, etcomme ces deux 

angles sont aigus, tgfB — -)<tgC, ou i < tg (tt — B) tg C, ou 

I <— tgBtgC, 'ce qui montre bien que la valeur absolue de tgB IgC 

est supérieure à i ; 

Enfin sironasimuitaoément B>-, C>-, le produit LgBlgC est 

Cours de triffonométrie. 25 
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positif ; de rinégalité B+G<— , ondéduit B— -<t— G, ou.puisciae 

les angles B-^et «-C sont aigus, tg^B— ^'\<lg (n— C). ou 
cot[^— B)<tg(.u — C), ou i<l8(it— B}tg(i:~G), ou i<tgBtgC, 
ce (jn'il fallait démontrer. 

Les conditions (4) sont doue nécessaires et suffisantes. 

438. Bemarque. Les formules (i), (a) et (3) déterminent les élé- 
ments inconnus a, b, c, par leurs cosinus ; on peut calculer ces élé- 
ments au moyen de tangentes, par les formules 



£!-- / i — cosii _ / i— cotBcotC __ 1— 
^3^V>+cosa"V' + cotBcolC~V < 



's(B+C) 



,n ] . t> /i— cos6 /sinC — cosB /, /B + G r:\ , /B-G , ;:\ 

'•-' ^g;-VrT^-V .iuG + cosB -V ^H-^~4)^H~T-+^^ ) 

f , c /i— coso /siuB — cosC] /, /B + C ;:\ , /G — B , rJ\ 

devant chacun des radicaux, on ne doit prendre que le signe +, 
cap chacun des côtés a, b, c, étant moindre que tt, chacun des arcs 

-, -, -.est moindre que -: d'ailleurs les radicaux sont réels, en 

veitu des conditions de possibilité (4) que nous supposons remplies. 

SPIIÉRIQUES OBLlQUANGLBfl AU MOïB\' 



439. On peul, dans un certain nombre de cas, ramener immédia- 
tement la résolution d'un triangle obliquangle à la résolution de 
triangles rectangles; c'est ce que montrent les trois, exemples sui- 
vants : 

44o- Exemple I. Si dans le triangle donné un côté a est égal à 

-, le triangle polaire A,'B'C' a un angle droit, l'angle A'; d'ailleurs, 

dans le triangle donné, on connaît deux autres éléments, côtés ou 
angles; donc, dans le triangle polaire, qui est un triangle rectangle, 
on connaît deux éléments correspondants, angles ou côtés, et l'on 
est ramené, pour résoudre le triangle polaire, à l'un des six cas pré- 
cédemment examinés. Le triangle polaire étant connu, on en déduira 
facilement, on prenant les suppléments de ses cétés et de ses angles, 
les angles et les eûtes correspondants du triangle donné. 
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44i. Exemple II. Si dans le triangle donné ABC, parmi les élé- 
ments donnés se trouvent deux côtés égaux, «=6, ou deux angles 
égaux, A=iB, le triangle est isocèle; si alors du sommet G on 
abaisse l'arc de grand cercle CH perpendiculaire sur le côté opposé 
et si H est le pied de l'arc perpendiculaire qui se trouve sur AB, 
entre A et B {fig. iia), on partage le triangle ABC en deux triangles 
reclaagles qui ont leurs éléments égaux chacun à chacun, mais dis- 
posés en ordre inverse. On résoudra l'un de ces triangles rectangles 
dans lequel ou connaît, outre l'angle droit, deux éléments, et on aura 
immédiatement les éléments du triangle ABC. 

l\/\-i. Exemple III. Supposons que clans le triangle donné ABC, 




deux côtés donnés ou deux angles donnés soient tels que leur somme 
soit égale à it, c'est-à-dire supposons que l'on ait, soit a-frù^^i:, 
soit A-|-B=it. Prolongeons les côtés BC, BA jusqu'à leur intersec- 
tion en B' (fig. 1 13), on forme ainsi le triangle ACB' ; ce triangle est 
isocèle, puisque dans la première hypothèse CB'=;st— ffl^=6=AC, 
et que dans la seconde CAB'=^'r — BAC = B=B'. On est donc ra- 
mené au cas particulier précédent el, par suite, ia résolution s'effec- 
tue au moyeu de triangles rectangles. 

443. La résolution des triangles oWiquangles présente six cas, 
suivant qu'on se donne parmi les six éléments, côtés et angles, trois 
quelconques d'entre eux. Quatre de ces sis cas peuvent se résoudre 
au moyen de triangles rectangles ; nous allons les examiner succes- 
sivement. 

444. Ppomiep cas. Dans un triangle ABC, on donne devx côtés a, b, 
et l'angle eompris C. 

Du sommet A, abaissons l'arc de grand cercle HAH' perpendicu- 
laire sur le côté BC {p,g. ii4) et soit H le premier des deux points 
d'intersection de HAH' avec l'arc CB que l'on rencontre en marchant 
surCB du pointe vers le point B; le triangle ABC est ainsi la somme 
ou iadifférencedesdeuxtrianglesrectanglesACH,ABH, suivant que 
le point H est sur CB, 00 sur le prolongement de GB audelà deSTOr, 



y Google 



388 COURS DE TRIGOKOMÉialE. 

dans le triangle rectangle ACH, on connaît l'hypoténuse 6, et l'angle 
À.CH qui est égal à G; on peut donc résoudre ce triangle ACH, cal- 
culer AH, CH; connaissant GH, on en déduit par soustraction la valeur 
de BH, et on est ramené à résoudre le triangle rectangle ABH dans 
lequel on connaît les deux eûtes de l'angle droit AH et BH. Si GH est 




ï du triangle ABC est égal à l'angle ABH du 

triangle rectangle ABH; si au contraire GH est supérieur à, «, l'angle B 

du triangle ABG est le supplément de l'angle ABH du triangle rec- 

langle ABH. 

Chacun des triangles rectangles existe et n'admet qu'une soki- 

W 




tion; il existe donc toujours 
dant aux données a, b et C. 

445. ISecoiid cas. Dans k 
A, B et le côté compris c. 

Par le somme 
cLiIairesurlo cOlé RG 



rc de grand cercle HAH' perpendi- 
1 soit H le premier des deux points 
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d'interseclioii de HA.H' avec l'arc BC que l'on reocontre en. marchant 
sur le cOlé BG à partir ciu point B dans le sens de B vers C; le 
tri an file ABC est ainsi la somme ou la différence des deux triangles 
rectangles ABH et ACH suivant que le point H est sur BC ou sur son 
prolongement au delà du point C, 

Dans le triangle rectangle ABH, on connaît l'hypoténuse c et 
l'angle B; on calculera l'angle BAH et les eûtes AH et BH, Dans le 
triangle rectangle ACH on connaît alors un côté de l'angle droit AH, 
et l'angle CAH qui est égal âla valeur absolue de la différence entre 
l'angle A donné et l'angle calculéRAÏT; on résout ce triangle rec- 
tangle ; l'angle C du triangle ABC est égal à l'angle'ACH du triangle 
rectangle ou à son supplément, suivant que l'angle MlT est infé- 
rieur ou supérieur à l'angle donné A. On calcule enfin CH; ie côté 
BC est égal à la somme de BH et de CH ou h l'excès de BH sur CH, 
suivant que' l'angle "BAÏT est inférieur ou supérieur à l'angle 
donné A-. 

Chacun des triangles rectangles existe et n'admet qu'une solution ; 
it existe donc un triangle ABC et un seul, correspondant aux don- 
nées A, Betc. 

446. Ce cas peut d'ailleurs Être ramené immédiatement au cas 
précédent, par la considération du triangle polaire; car dans le 
triangle polaire du triangle proposé, on connaît deux côtés jc — A, 
jt — B et l'angle compris k — c; ayant calculé les éléments du trian- 
gle polaire, on en déduira facilement les éléments du triangle ABC. 
447- TraiBième cas. Dans un triangle ABC, c» donne deux côtés a, b 
et l'angle A opposé à tun d'eux. 



Par le sommet C, menons l'arc de grand cercle CH perpendicu- 
laire sur le côté AB, el soit H le premier des deux points d'intersection 
de ce grand cercle avec l'arc AB que l'on rencontre pn marchant sur 
le côté AB à partir du poi.ût A dans le s.ens de A vers B; le point H 
peut se trouver sur le côté AB soit entre A et B, soit au delà du point B 
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(p.3- ii6). Dans l'un «t l'autre cas, dans le triangle rectangle A CH, on 
connaît l'hypoténuse 6 et l'angle oblique A; on peut donc résoudre 
ce triangle et calculer CH et AU. On a ; 

sinCH~sin6 sinA, et lgAH = tgb cosA; 
oti prendra pour CH l'arc moindre que re qui est de même nature 
que l'angle A, de tclîe sorte que, si l'on a A <-, onauraCH<-,et 
si on a A > -, on aura CH > -. 

Ceci posé, dans le triangle GHB rectangle eo H, on connaît l'bypo- 
lênuse a et un côté CH de l'angle droit; on peut donc calculer l'angle 
^BÎTetlecôté BU; on a: 



nCliH = :^-^ — -, et cosDII = - 



iCH' 



on aura soin de prendre pour l'angle CBH l'angle moindre que it qui 
est de même nature que le côté CH; soit B' l'angle ainsi calculé. 

Le côté AB est égal, suivant les cas, soit à la somme des arcs AH 
et BH, soit ù. lenr différence AH — BH, et l'angle B du triangle ABC 
est égal, dans le premier cas à l'angle B', dans le second cas au sup- 
plément de B', it — B'. Nous appellerons triangle àe première espèce 
un triangle répondant aus données et tel que le point H soit entre 
les points A et B, et Iriangle de seconde espto un triangle répondant 
également aux données de la question, mais tel que le point H se 
Irouve sur le prolongement de AB au delà du point B, de telle sorte 
que les éléments de ces triangles, s'ils existent, soni ; 
Triangle de 1" espèce A. D = lî', a, b, c = ,\H-|-OH 

Triangle de a= espèce A, B=7!-B', a, b, c = M\^BH. 

448, Il nous reste à discuter, c'est-à-dire h chercher dans quelles 
condilious le triangle est possible, et, s'il est possible, le nombre et la 
nature des solutions. 

Pour que le triangle soit possible, il faut d'abord que les triangles 
rectangles ACH, BGH existent ; le triangle rectangle ACH, dans lequel 
on connaît l'hypoténuse et un angle oblique, existe certainement, 
puisque 6 et A sont positifs et moindres chacun que t. Dans le trian- 
gle BGH on connaît l'hypoténuse a et un cûléCH; lacondilion néces- 
saire et suffisante pour que ce Iriangle existe est que l'hypoténuse a 
soit comprise entre CH et tt — CH, c'est-à-dire, comme ces arcs sont 
positifs et moindres que «, que l'on ail : 
siiiCri < sino, 
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Si cette condition n'est pas remplie, il n'exisle aucun triangle 
satisfaisant aux données de la question. Mais si cette condition est 
remplie, le triangle ABC n'existe pas nécessairement. 

On démontre, en chercbant à construire géométriquement le 
triangle [Cours de géométrie, n" 909), que la discussion présente les 
cas résumés dans ie tableau suivant ; 





«inférieur Ji 6 et art— & .asolutions. 


;>CFI 


a compris entre t et ::—& 1 solution ! * 

6 > 1^,2" espèce. 




«supérieur à 6 et an— 6 solution. 


<CH 


solution. 



i° espèce 



; , a supérieur àôetàx — 6 2 solutions. 

ia<CH ' n compris entre 6 et rt — 6 isoluliou. | 

\ inférieur il 6 et à !c — 6 osolution. 

1 n> GH osolution. 



En se reportant au tableau précédent, il est facile de Toir dans, 
lequel des cas on se trouve, et par suite de trouver les éléments 
inconnus de la solution ou des solutions.du problème. 

44g. Quatrième cas. Dans un triangle ABC, on donne deux an- 
gles A, B d ie côté a opposé à l'un d'eux A. . 

On peut encore résoudre le triangle au moyen de Irlangles rec- 
tangles. On remarque que, si l'on peut construire un triangle A'B'C 
ayant pour, deux de ses eûtes a':=T7 — A, 6'^it — B, et ayant 
A'=:« — a pour angle opposé au câté n — A, le triangle polaire de 
ce triangle sera le triangle demandé; d'ailleurs, autant il existera de 
triangles admettant comme côtés o', 6', et admettant A' pour angle 
opposé au côté a', autant le problème proposé admettra de solu- 
tions. Noas sommes donc ramenés à résoudre un triangle A'B'C, 
connaissant deuï côtés a', b' et l'angle A' opposé à l'un d'eux, c'est- 
à-dire au cas examiné dans le numéro précédent. 
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450. Remarque . Nous avons résolu, au moyen de triangles rec- 
tangles, n"' 444-449, quatre des sk cas qui peuvent se présenter dans 
[a résolution des triangles obliquangles lorsqu'on se donne trois des 
six éléments, côtés et angles. Il nous reste, pour achever la résolu- 
lion des triangles obliquangles, à examiner le cas où l'on se donne 
les trois côtés, et le cas où l'on se donne les trois angles. 

45 1. Cinquième cas. Dans un triangle ABC, on donne les trois 
côtés a, b, c. 

Onposen-f-È + c^^p, et on caiculeles angles A, B,C, au moyen 
des formules (t) du n" 408 



l."^ ./■' 


n(p-4)un|p-e) 


'e. V 


.inpiin(p-l.) 


1." J" 


„(p-.)™(p-.) 


'8. V 


sinp sinfp — 6) 


,,.5-./» 


u(p-a)sio(p-6) 



Nous supposons, bien entendu, que les côtés donnés satisfont aux 
conditions de possibilité connues, 

452. Sixième cas. Bans wiî triangle ABC, on donne les trois an- 
gles A, B, C. 

On pose aS ^ A -}- B -1- G — it, et on calcule les côtés par les Ibr- 
mules du n° 409. 



a 




.{B- 


.S)sin(C — S) 


" -^ 


smS 


sin(A-S) 


LLI* 


nfA- 


-S) sin(C-S) 




sinS 


8in(B-S) 


C 


n(A- 


-S)sin[B-S) 


^ 


sinh 


SMi(C-S) 



Il est l>ien entendu que nous supposons que les angles A,B,C, 
satisfont aux conditions de possibilité connues. 

453. RemariiHe sur la résolution des triangles spliériques. 

Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que, pour évaluer 
les côtés et les angles d'un triangle spbérique ABC, 00 prend pour 
ûoité dé longueur le rayon de la sphère ^laquelle apparlient le 
triangle spbérique, pour unité d'arc l'arc d'un grand cercle dolon- 
gueur égale au rayon, et'pour unité" d'angle l'angle auêénfre corrcs- 
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pondant. Toutes les formules ainsi établies renferment les côtés et 

les angles du triangle sous les signes trigon orné trique s ; elles sont 

par suite encore applicables si l'on prend pour unité d'arc l'arc de 

(^rind cercle d'un de"ré pour unité d'angle, l'angle d'un degré; il 

fût d mpl d f n 1 I 3 côtés et les angles par 

1 p d g m t t econdes, pourvu qu'on ail 

p t t ù fl 1 gn s tri go nom étriqué s, de lui 

b tt 8 

D 1 p Ij 1 q 1 t raériquement un triangle, 

1 t bl r t I ! f, trigono m étriqués des arcs 

Id gldlé Igém tet secondes, il faut, si les 

t 1 é p I 1 g 1 rayon de la sphère élant 

p p té p l le nombre de degrés, mi- 

t t d q 1 t t t réciproquement, lorsqu'on 

bl pi 111 b d d grés, minutes et secondes, 

t d ôli^ I t gl If t pouvoir trouver la iongueur 

de ce côté, le rayon de la sphère elant i-onnu. 

Soit a le nombre de secondes qui exprime la grandeur d'un angle 
ou la grandeur d'un arc de grand cercle; soit o la mesure de cet 
angle ou la longueur de cet arc dans le grand cercle, lorsqu'on a 
pris le rayon de ce grand cercle pour unité de longueur. Soit <« la 
longueur de l'arc d'une seconde dans une circonférence de rayon i ; 
on aparsuile: a^=e"ii, d'oCi 

(0 «=^- 

Cette formule donne a connaissanl a; inversement elle donne a 
lorsqu'on connaît a. 

Tout revient à connallre la valeur de w ou plutôt de log «, car ou 
fera le calcul par logarithmes. On remarque que tes sept premières 
décimales de log sin a ou de log sin i" sont les mêmes que celles de 
log w; on peut donc, dans les calculs logarithmiques, rompiaoer la 
formule (i) par la formule 

Si donc on connaît a, on aura.: 
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et si on connait a, ou aura ; 
Ci) a=«3mi". 

454. Supposons quo le rayon de la sphère ne soit pas pris pour 
unité de longueur; soit R l'espressioa de sa mesure, au moyen 
d'une unité de loDgueur quelconque; la longueur a' d'uu arc de 
H secondes dans un grand cercle de cette sphère s'obtiendra en 
multipliant par R la mesure de la longueurs de l'arc de a secondes 
dans une circonférence de rayon i. On aura donc a':=Ra, et par 

suite «=0 I si donc on se donne la longueur a' d'un arc de grand 

cercle dans une sphère de rayon R, on obtiendra le nomhre do 
secondes comprises dans cet arc par ]a formule 



iavci'sement, connaissant a, on obtiendra la longueur 11' de l'arc cor- 
respondant par la formule 

(7) o' = K..i,ii-, 

455. Air« A'an triangle spliérique. On ''ait qup, ij on prend 
sur la sphère pour unilé d'aire l'aire du tnanflle trirectangle, et 
pour unité d'angle l'angle droit (Cours de géométrie, n° 928), la me- 
sure de l'aire d'un triangle sphérique est l'excès sur a de la somme 
de ses angles. 

Soit la mesure de Taire d'un triangle sphérique ABC dans ces 
conditions, soient a, p, 1 les mesures de ces angles, l'angle droit 
^tant pris pour unité, on a ; 

Proposons-nous de trouver l'expression de la surface en mètres 

Soit H la rayon de la sphère, le mètre étant pris pour unité de 
longueur; soit 2 l'expression en mètres carrés de l'aire du triangle 
sphérique ABC ; soit T l'expression en mètres carrés de la surface 

du triangle sphérique trirectangle ; le rapport ■= est la mesure de 

l'aire du triangle ABC lorsqu'on prend pour unité d'aire l'aire du 

triangle trirectangle; on a par suite ^ = 0, d'où 

D'autre part, si A', D', C, senties expressions en degrés des an- 
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aies d« triangle sphériquc, on a h^ — , ?~. — -, -t^ — -, et par 



«+P+ï-^= 



A' + B' + C . _ A'-|-R'+C'- 



On a (ioiic, pour l'expression cherchée de la surface 



A' + B' + C— i3o° 



g V. — Applications de imgonouéthie sphérique. 

456, Problème. Réduireun angle à l'horiion. 

Soient OA, OB, deux demi-droites dont ou a mesuré 1' 
soit c la mesure de cet angle dans 
une circonféreuce de rayon égal 
à l'unité de longueur; soit OZ la 
verticale passant par le point 0, et 
supposons qu'on ait mesuré les 
deuxan(:!lesA0Z=6, BOZ = «:f^- 
duire à l'horiion l'angle AOB, c'est 
trouver i'angle, sur le plan hori- 
zontal H mené par 0, des projec- 
tions OA', OB' des deux côtés OA, 
OB de l'angle AOB. On voit que l'angle cherché A'OB' n'est autre 
que le rectiligne du dièdre OZ du trièdre OABZ, Si du point 
comme centre, avec l'unité de longueur comme rayon, on décrit une 
sphère, le trièdre OABZ détermine sur la surface de la sphère un 
triangle sphértque ABZ dans lequel on connaît les côtés, a,b,c; la 
question revient donc à calculer l'angle A de ce triangle. Si on pose : 

on a (408) : 




A / sm(p-6)sin(p- 

'^2-\ sinî;s,n(p-«) 
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457. Problème. Trouver l'expression du volume d'un paralléSi- 
pipède oblique, connaissant les longuiurs des ariles et les angles que 
ces arêtes font entre elles. 

Soient 0A=o, OB^È, OC = c, les longueurs des trois arÉtes 
issues du sommet du parallélipipède ; soient "BOC=x, ÎOG"=[a, 
^ AOiî=:i, les angles de ces arêtes 

entre eiles (fig. 118); nous nous 
proposons d'obtenir l'expression 
du volume V du parallélipipède 
construit sur OA, OB, OC, en fonc- 
tion des données précédentes. 

Abaissons du poini C la perpen- 
diculaire GH sur la Lase AOB; le 
volume du parallélipipède est me- 
suré par le produit de la base par 
la liauLeiir; la surface de la base 




Fig. 



Joij;nons 011 ; dans le tiîangle COH rectangle en II, on a : 
CH = OCsinCOH = csinCOïl. 

Tout revient donc à calculer sin GOH. Pour cela, du point 
comme centre, avec un rayon égal h. l'unité de longueur, décrivons 
une sphère, et soient A', B', C, les points où celle sphère rencontre 
les arêtes OA, OB, OC, du même côté du point que les points 
A, B, C; joignons A'B',A'C', B'C, par des arcs de grand cercle; nous 
formons ainsi un triangle sphérique A'B'C, dont les cOtés ont res- 
pectivement pour mesure X, ja et v; ce triangle sphérique est donc 
connu. D'autre part le plan COH coupe cette sphère suivant uo arc 
de grand cercle G'H' qui est perpendiculaire en H' sur le grand 
cercle B'C', et dont la longueur mesure l'angle inconnu COH. Le 
triangle sphérique A'H'C, rectangle en H', donne : 



:n£3ft = si 



nCÏIl', 



Mais l'angle G'A'H' n'est autre que 1 
rique A'B'C, dans lequel oa a : 



ngle A' du triangle sphé- 



Vsiiiysin(p -l)sin(/i — n)sin[p — y) 
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NOTIONS DE TRIGONOMÉTRIE SPHÉalQUE. 
îi on pose : 

À-|-,u + v = ap. 
On a donc : 

V = 2 n6c v'siopsin(p-X)sm(p-,.i)sm[î)-v), 
3u, en remplaçant p par sayaleur, 



)Y=.abcsJ,m^.±^si 



,Hil; 



458. nrmarqae. H esl bon de remarqner qne, si les Irois droites 
OA, Olî, OC, déterminenl un triedre, c'est-ii-dire ne sont pas dans 
un même plan, la valeur de V fournie par la relation (i) est réelle. 
En effet, puisque dans un Irièdre la somme des faces X+[i-|-ï esl 

posilive et inférieure à an, l'arc ^^^ est positif et plus pelit 

que ir, et son sinus est positif; en outre, puisque dans un trièdre 
chaque face est plus petite que la somme des deux autres, chacun 
des arca t*i~''~ _^;2 — t — D est positif; d'ailleurs cha- 

cun d'eux, étant moindre que — -, est moindre que jt; donc le 

sinus de chacun d'eux est positif. Ainsi chacun des sinus qui en- 
trent sous le radical dans la formule (i) est posilif, et par suite 
l'expression du volume V est réelle et positive. 



EXEUGIGES SUR LE CHAPITRE V. 

I, Démontrer que, ètiint donné nn triangle sphériquo ABC rectangle 
eu A, dont lea cÛtÉs a, b, sont moindres que -, le triauglc A'B'C qui 
admet pour éléments 

est rectangle eu A'. 

3. Héaondre un triangle sphériqne rectangle couniiissant Thypolénuse 
et le rayun sphérlque du cercle inscrit. 

3. Démontrer que, si r désigne le rayon sphfiriqne du cercle iuscrit 
dans un triangle ABC, ai û, 6,c, ^p, désignent les côtés et le périmètre 



y Google 



COURS DE TRIGONOMÉTRIE. 



V* 



{p-a)F,iaip-i) 



4. Démoûtrer que, si E désigne le rayou ephérique du cercle drc( 
crit à un Iriaiiglo ABC, si A, B, G, sont les angles de ce triangle et si 
poseaS=.A + B + C — HT, oaa: 



.tR^Y/-'""^-^'-'"]f^- 



■S)sin{C-Sl 



5. Si l'on désigne par a, 6, c, les côtés d'un triangle sphériqiie ABC, 
par A, B, C, les ongles de ce triaugle, démontrer les formules suivantes 
dues à Delambre : 

. A + B a — b A + R a-\-/, 



G. Si,l'ou désigne par a, b, c, les trois côtés d'un triangle sphériqiH 
ABC, par A, B, C, les angles de ce triangle, démontrer les forniuies sni 
ïantes dues à Néper : 

n—b A—B 

'g*4^ = ^^/"'? te^ = ^^B*S^ 



7. Démontrer que^ si a, b, c, ap, désignent les eûtes et le périmètre d'u 
triangle ABC, et si ïS désigne l'eipression A4-B + C — ir, on a : 



-\/>i<W-^te'~^ts'-^- 



S. Trouver la distance de deux points A et B situés sur la surface de 
la terre supposée sphérique, connaissant leurs longitudes et leurs lati- 
tudes. 
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